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Problems and Exercises. Many authors of textbooks assert that the
only way to learn the subject is to do the exercises. I have taken this to
heart, and so there are no outright proofs in the book. Instead, theorems are
followed by multi-part problems that guide the readers to find the proofs for
themselves. To the expert, these problems will read as terse proofs, perhaps
suitable for exposition in a journal article. Reading this text, then, is a
preparation for the experience of reading research articles. There are also
a great many other problems incorporated into the main flow of the text,
problems that develop interesting tangential results, explore applications, or
carry out explicit calculations.

J. Strom, Modern classical homotopy theory

9 dicembre 2017

Sullo spirito di questi esercizi. Questi sono esercizi nati per essere formativi,
nel senso precisato dalla citazione in apertura.

Non c’¢ un ordine particolare nella loro esposizione perché darglielo mi avrebbe
preso troppo tempo che rubo a imparare altre cose (ad esempio, a fare degli esercizi
per poi metterli qui dentro). Essi non sono ordinati per difficoltd crescente e spesso
una domanda relativa a una sezione iniziale richiede conoscenze (definizioni, abilita o
lemmi preliminari) intrinsecamente dipendenti da risultati localizzati molto piu in la.
Di nuovo, gestire questo problema avrebbe richiesto un tempo che non possiedo.

Lungi dall’essere un difetto, pero, questa peculiarita del testo dimostra ’assenza di
una struttura piramidale nella materia (insieme alla sua ineguagliabile vastita), dato
che alcuni risultati relativi a costruzioni preliminari sono pero tanto sottili da poter
essere apprezzati solo con una terminologia piu raffinata: saper fare questo lavoro di
continuo passaggio “top = bottom” & un elemento essenziale nella formazione di un
individuo fluente nel linguaggio categoriale.

Per la loro soluzione, 'approccio piu sensato e “stendere la vernice”: si leggono
tutti gli enunciati, ignorando quei problemi che non si hanno ancéra le conoscenze
adatte a capire. Si risolvono quegli esercizi per cui le si hanno. Intanto si continua
a studiare tenendo a fianco un libro di testo (ce ne sono di ottimi): linsieme di
problemi comprensibili cresce nel tempo, cosi come le competenze e la manualita per
affrontarne di sempre piu difficili.

Ciascun esercizio ¢ numerato e ha un quadratino bianco a lato: ¢ evidente a cosa
serve questo quadratino.

Ogni suddivisione dell’'universo & arbitraria e congetturale: la teoria delle categorie
non fa eccezione, e quindi arbitraria e congetturale & la suddivisione in argomenti del
materiale. Dovendo scegliere, seguo le macro-sezioni dell’unico corso di teoria delle
categorie offerto (al momento) da un’universita italiana, ma aggiungo altro materiale
per argomenti che sono imprescindibili secondo il mio gusto. Queste sezioni “non
standard” sono segnate con titoli in rosso, e solitamente gli esercizi relativi ad esse
sono piu difficili (il che non significa che gli altri siano semplici).

Infine, queste note sono in italiano, perché la matematica italiana ha un estremo,
ardente bisogno di teoria delle categorie, ma anche per rendermi piu veloce la loro
redazione.

Buon lavoro.
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CAPITOLO 1

Categorie e Funtori

Caratterizzare quali omomorfismi di monoidi f : M — N sono funtori pieni,
fedeli, conservativi guardando dominio e codominio come categorie.

Caratterizzare quali omomorfismi di poset f : P — Q sono funtori pieni,
fedeli, conservativi guardando dominio e codominio come categorie.

Dimostrare la regola di interscambio per trasformazioni naturali: nel dia-
gramma

la composizione (7' @ y) o (& ® @) & uguale alla composizione (7' o a’) @ (y o
F H
«) dove per due trasformazioni naturali € o D |8 € definiamo la
~—_ 7 ~_7
@ K
composizione o o “verticale” sulle rispettive componenti, e la composizione
e 0 “orizzontale” con la regola

Bea: HF = KG
(Bea)c =PBacoHac

Dimostrare che si poteva definire alternativamente (8 ® a)c = Ko o Brc.

Ricordate che una categoria ¢ well-powered (“ben potenziata”?) se nessun
oggetto ha una classe propria di (classi di equivalenza di) sottoggetti. Di-
mostrare che ogni categoria well-powered, dove in piu ogni morfismo € un
monomorfismo, ammette un funtore conservativo verso Set.

(spezzamento) Dimostrare che una categoria ammette un funtore fedele e
conservativo verso Set se e solo se ne ammette uno fedele e uno conservativo.

Che relazione c’e¢ tra il coprodotto di monoidi e il coprodotto di monoidi
guardati come categorie? Da cio, si puo dedurre che il funtore U : Mon —
Cat non puo avere un aggiunto sinistro; ha un aggiunto destro?
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Esiste un funtore Pos — Cat la cui azione e tautologica, che manda ogni
poset in sé stesso riguardandolo come categoria. Questo funtore & pienamen-
te fedele e ha un aggiunto sinistro: ne ha uno destro? Descrivere ’azione di
quelli che esistono su oggetti e morfismi.

Dimostrare che la categoria €/C delle frecce sopra C € € ha un oggetto
terminale; ne ha uno iniziale? Dimostrare che la categoria delle frecce sotto
C, C/€ ha un oggetto iniziale; ne ha uno terminale?

Dimostrare che la categoria degli insiemi e funzioni parziali (f : X — Y ¢ una
funzione definita su un qualche X’ C X verso Y) & equivalente alla categoria
degli insiemi puntati e funzioni che rispettano il punto, f : (X,z9) = (Y, v0)
tali che f(xzp) = yo. Resta vero quando invece di funzioni parziali e funzioni
puntate si considerano funzioni continue parziali, e funzioni continue che
rispettano il punto? (il punto di questo esercizio ¢ anche formalizzare con
attenzione chi sono oggetti e morfismi della categoria Set, dei morfismi
parziali.)

Resta vero il risultato dimostrato prima quando si prende una generica ca-
tegoria di oggetti “puntati”, ovvero x/C se x € C & 'oggetto terminale, e si
cerca un funtore verso/da una categoria di “morfismi parziali”? Se si, come
definirla?

L’esercizio in cui si dimostra che ogni categoria ha uno scheletro. Usando

I’assioma della scelta, dimostrare che per ogni categoria € esiste una sotto-

categoria sk(C) tale per cui due oggetti isomorfi in sk(€) sono uguali; questa

categoria si dice scheletro di C.

(1) Dimostrare che Iinclusione sk(€) C € ¢ un funtore che ammette un
aggiunto sinistro, e che forma un’equivalenza di categorie.

(2) Dimostrare che il quadrato

sk(€) —— sk(D)
74
C——D
F

indotto da un funtore F' : € — D commuta a meno di un isomorfismo
naturale.

(3) Dimostrare che sk & un funtore Cat — skCat verso le categorie sche-
letali, ovvero quelle che hanno la proprieta per cui oggetti isomorfi sono
uguali; & vero che un funtore verso una categoria scheletale & un’equi-
valenza se e solo se € un isomorfismo di categorie? E’ vero che sk fa da
aggiunto all’inclusione piena skCat < Cat? Destro o sinistro?

(4) sk él'esempio standard di una monade di Kock-Zéberlein, ovvero una 2-
monade su una 2-categoria K, T': K — K tale che tutte le componenti
della sua unita nx : K — TK siano equivalenze. Questo non & un
esercizio ma solo un pretesto per scrivere questo nome buffo.

La categoria comma di un cospan 8 el Teha categoria che ha per




oggetti le terne (s,t,¢ : F's — Gt) e per morfismi le coppie (s — s', t = ')
che fanno commutare ovvi quadrati. Si denota (F | G).
e Dimostrare che questa e davvero una categoria;
e Chi ¢ la categoria (ide | G) (dirne oggetti e morfismi)?
e Chi ¢ la categoria (A¢ | G), dove A¢ ¢ il funtore costante in C' € €7
o Che relazione c’¢ tra (F | G) e (G| F)?
e La categoria iso-comma di F' e G & data dalla stessa definizione di
(F | G), solo che il morfismo F's — Gt & invertibile; si indica [F | G].
Che relazione c’¢, ora, tra [F' | G] e [G | F|?
e Dimostrare che si possono definire due funtori di “proiezione generaliz-
zata” 8 &< (F | @) 25 7 il quadrato

(FlG) 25
pTl iF
T e

¢ commutativo?

e Consideriamo il funtore J; : (F | G) 2% 8 e Chitla categoria
(J1 4 G)? La composizione delle proiezioni generalizzate nel triangolo
* ¢ uguale alla singola proiezione (J; | G) — T (cioe il triangolo &
commutativo)?

qQ(FlG)

(Ll =2 (FLe)E—-s

) pTi \LF
qT
J——0C
G

e Si puo descrivere (F' | G) attraverso una opportuna proprietd univer-
sale?
Descrivere la categoria cocomma di un cospan B Eas €, dualizzando
la definizione di categoria comma; dualizzare le domande precedenti: la
proprieta universale dell’ultimo punto viene dualizzata?

O 13 La categoria degli elementi Elts(F) di un funtore F': € — Set & definita
avendo come oggetti le coppie (C,z € FC); definire i morfismi nel modo
ovvio e verificare tediosamente che questa ¢ una categoria. Verificare che
queste caratterizzazioni sono equivalenti:

(1) Elts(F) ¢ il pullback (in Cat) del diagramma

Set.,

lU

¢ ——— Set
F

dove il funtore U dimentica che un insieme puntato (X, xg) possiede un
punto.




(2) Elts(F) & lopposto della categoria comma (y | (F)), dove y & lem-
bedding di Yoneda e (F) ¢ il nome di F', ovvero l'unico funtore {} —
[C, Set] la cui immagine & F.

(3) Elts(F) & la categoria comma del diagramma {x} £, Set <= €, dove k &
il funtore che manda 1'unico oggetto nell’insieme con un solo elemento.

O 14 Mostrare la seguente proprieta dell’ovvio funtore ® : Elts(F') — C: dato un
diagramma del tipo

F

////——\\\&
A ol Elts(F) —2— ¢
\_/
F/
in Cat, se ®xa = 1g, dove G = ®F = ®F’, allora a ¢ una trasformazione
naturale invertibile.

O 15 Mostrare o confutare che per ogni categoria € c¢’¢ un isomorfismo tra C e
©G°P. Se ¢ falso, ¢’¢ un esempio in cui & vero?

O 16 Dato F : A — B, esiste un pullback in Cat

P(F) — 20 4 vB
Pl lFxB
g %) _poq

dove B & la categoria degli isomorfismi di B, e (91, 0p) manda una freccia
b — b’ nella coppia dominio / codominio.

O 17 Sia € una categoria; consideriamo la relazione di equivalenza sugli oggetti
di C/A definita da

(f: X—>A)=<(g:Y —A) sse Yu:A— B, uf ¢iso < ug ¢ iso.

Dimostrare che se f 2 f’ in €/A allora le classi di <-equivalenza [f]< e [f']<
coincidono.

O 18 Definire un funtore 7' : € — Set : A — (HXee C(X, A)) /=; dimostrare che

questo funtore riflette gli isomorfismi.

O 19 La categoria dei simplessi, denotata con A, ¢ definita come la categoria che
ha
e Per oggetti gli insiemi finiti, non vuoti e totalmente ordinati: I'oggetto
tipico di A viene indicato con [n] = {0 < --- < n}, di modo che [0] ne
sia 'oggetto terminale;
e Per morfismi [n] — [m] le funzioni monotone.
Se dentro a A isoliamo
e Tutte le funzioni iniettive 0, : [n — 1] — [n] la cui immagine non
contiene k (sono esattamente n + 1, per ogni [n] € A e si chiamano
co-facce);




O 20

O 21

e Tutte le funzioni suriettive oy, ;: [n 4+ 1] — [n] che assumono due volte
il valore k (sono esattamente n + 1, per ogni [n] € A e si chiamano
co-degenerazioni);
otteniamo che ogni f: [m] — [n] si scrive come una composizione

f = 6711,]61 ©eoc@ 677/7‘719)" © Um17h1 ©eoec@ O-msahs
per certi indici n;,m; e 0 < k; <n;, 0 < hy < mj.
Esplicitare questi indici in funzione dell’azione di f, e mostrare che le
funzioni dy, 1, e oy, 1 soddisfano le relazioni cosimpliciali, ovvero che i seguenti
diagrammi sono commutativi:

i i 53‘

-1 -0 -1 [1—1]——>n]
6j1i i<j 5J¢ U.il i<j \sz 5j+1l lﬂj
) ——+1 -2 ——=[h-1 [ —n-1]

=1 ——[n] [n+1]—"—[n]

Ujj/ i>j+1 J,”j ail i<j laj

-2 -1 [—— -1

Dimostrare che i quadrati contenenti le degenerazioni sono pushout assolu-
ti: significa che ogni funtore F': A — C manda quei quadrati in pushout.
Dualmente, i quadrati contenenti le degenerazioni sono pullback assoluti:
significa che ogni funtore G: A — D manda quei quadrati in pullback.

La categoria DGph ha per oggetti i grafi orientati G (piccoli in un universo
U) e per morfismi le mappe di grafo F': G — H (funzioni che mandano ver-
tici in vertici e lati in lati, rispettando il direzionamento dei lati). Mostrare
che esiste un funtore dimenticante U: Cat — DGph, che ha un aggiunto
sinistro ®: DGph — Cat, che restituisce la categoria libera su un dato
grafo.

Descrivere 'azione di ® su oggetti e morfismi e mostrare la biiezione
naturale

Cat(®(G),C) 2 DGph(G,UC)

trovandone unita e counita.

Definiamo la categoria libera generata da co-facce e co-degenerazioni come
I'immagine mediante ® del grafo V che ha

e come vertici gli insiemi finiti e totalmente ordinati {0 < --- < n} per
ogni n > 0;

e come lati orientati le funzioni 6, 1 € oy, per ogni 0 < k < n ed ogni
n > 0.

Mostrare che esiste un funtore F' : ®(V) — A che fattorizza attraverso il
quoziente di (V) rispetto alle relazioni cosimpliciali con F'. Questo funtore
F' & un isomorfismo di categorie: questo dimostra che la categoria A si puo




10

caratterizzare come quoziente di una categoria libera (esattamente il grafo
generato dalle facce e dalle degenerazioni) modulo le relazioni cosimpliciali.

O 22 La categoria degli insiems simpliciali & definita come la categoria [A°P, Set)]
dei funtori controvarianti (prefasci) su A.
Mostrare che un insieme simpliciale consta equivalentemente di una
collezione di insiemi (X, | n > 0) (un insieme graduato) assieme a mappe

dpi: Xn = Xp_1 Snji Xn — Xng1, 0<i,5<n

(rispettivamente le facce e degenerazioni di X) che soddisfano le identita
simpliciali

dl‘dj = djfldi 1< J

diSj = Sj_ldi 1< j

djs; =id = djy18;

disj = s;d;—1 t>7+1

8i8; = Sj415; 1< g

(disegnare opportuni diagrammi; mostrare che esiste un’isomorfismo di cate-
gorie tra sSet e un’opportuna categoria definita ad hoc da questo esercizio,
che & quoziente di una categoria libera. . . ).

Nel seguito utilizzeremo liberamente, e senza ulteriore spiegazione, que-
sta identificazione. Gli elementi di X,, sono detti n-simplessi di X.

Mostrare che una mappa simpliciale (per definizione, una trasformazione
naturale tra funtori X — Y: A°? — Set) consta di una funzione di insiemi
graduati (f,): (X,) = (Ya) che “rispettano” facce e degenerazioni.

10
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CAPITOLO 2

Proprieta universali

Descrivere prodotti, coprodotti, pullback nelle seguenti categorie

(1) Pos, poset e mappe monotone tra loro;

(2) Cat, la (1-)categoria di categorie e funtori;

(3) k-vect, gli spazi vettoriali di dimensione finita su k e mappe lineari tra
loro;

(4) k-Vect, gli spazi vettoriali su k e mappe lineari tra loro;

(5) Le comma* Set/X e X/Set; €/Cat e Cat/C.

Mostrare che il diagramma

unv U
V—UuV

in Set & un pullback e un pushout. Dimostrare che se € € una categoria con
limiti e colimiti finiti, tale per cui ogni quadrato commutativo € un pullback
se e solo se e un pushout, allora C ¢ equivalente alla categoria terminale.

Chiamo Fin la categoria degli insiemi finiti e funzioni, e € una qualsiasi
categoria piccola con limiti finiti.
Se F : Fin°® — C preserva i prodotti finiti, preserva tutti i limiti finiti.

Mostrare che il pullback di un monomorfismo & ancora un monomorfismo,
in Set, e che il pushout di un epimorfismo & ancora un epimorfismo. E vero
anche in Top? E vero anche in Cat (chi sono gli epimorfismi?)?

Definire il funtore e(=): k-Vect — k-Vect che manda V in

1%
‘ ‘n@)s}/m(n)

dove V®" ¢ il prodotto tensoriale V®---QV, e % il quoziente rispetto
all’azione di Sym(n) che permuta le coordinate. E’ vero che che ¢V®W =~

eV @e"?
Dimostrare che quando V ha dimensione finita, eV = k[X, ..., X,,], I'anello

dei polinomi in n = dimV indeterminate. E’ vero che e¢" & sempre una
k-algebra?

11




12

O 7 Dimostrare che per ogni insieme J e ogni funtore J — k-Vect: j — Vj esiste
il prodotto tensoriale ) jed Vj; descriverne la proprieta universale.

08 Sia J =N, e si consideri K = @, ., k. E vero che K = k?

neJ
O 9 Supervarieta. Un superspazio vettoriale & uno spazio vettoriale graduato su
Z,/2Z, ovvero decomposto in una somma diretta V = V; @ V7; gli elementi
della forma (v,0) si dicono pari, e gli elementi della forma (0,v) si dicono

dispari. 1 morfismi di superspazi vettoriali sono le mappe lineari f : V — W

che rispettano la parita di elementi.

(1) Definire la dimensione di V' € SVec come dimV = dim Vp — dim V3.
Definire la somma e l'intersezione di sottospazi (o mostrare che non
sempre esiste), e dire se vale ancora la formula di Grassmann.

(2) Definire prodotti e coprodotti finiti, equalizzatori, coequalizzatori di
mappe in SVec.

(3) 11 prodotto tensoriale V ®¢ W di due superspazi vettoriali V,W & il
consueto spazio vettoriale V- ® W con la Z/2Z-graduazione

Vew,= & View,
i+j=l mod 2
Con questa definizione ®: SVecp — SVecy visibilmente un funtore
additivo in ciascuna delle due variabili.
(4) Mostrare che esiste un oggetto J € SVec tale che J 2 ke J® J X k.
(5) Definire i funtori sin, cos : SVec — SVec; utilizzando la precedente

definizione di mappa esponenziale, & vero che cos(V) @ J @ sin(V) =
J@V 9
e’®V 7

O 10 Una superalgebra & un oggetto monoide in SVec. Definire un morfismo
di superalgebre. Definire una superalgebra commutativa: come dipende la
parita di un prodotto dalla parita dei fattori?

(1) Sia A una k-algebra “classica”. Definire il supermodulo AP!? libera-
mente generato da p elementi pari e g elementi dispari; dimostrare che
vale

AP =A@ Kle, ... ep] ® [\ K

(il prodotto tensore & 1'usuale di spazi vettoriali).

(2) Se chiamiamo € il fascio delle funzioni C*° su RP, definiamo la su-

pervarietd “lego” RPI9, uguale a R col fascio C®[6y,.. ., 6,), generato
su C* dalle ¢ quantita dispari 6;. Una supervarieta di dimensione plq
sara allora uno spazio topologico M equipaggiato di un fascio di R-
superalgebre localmente isomorfo a RPI9. Il suo fascio strutturale viene
chiamato O,y.
Le funzioni dispari generano un ideale j di O s; mostrare che € un ideale
nilpotente. Lo spazio M col fascio quoziente Oy /j €’ una varieta C*° di
dimensione p (ossia ¢’e’ un isomorfismo di spazi anellati (M, Op;/j) =
(RP,C*)). Questa si chiama la varietd ridotta di M, e il suo fascio
strutturale si scrive O,

@Comma va preso qui nella accezione latina di “sezione di un verso”: ciascuna C/X ¢ la fibra
di un funtore E(x) — €, dove x : € — Cat manda X in ¢/X.

12
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CAPITOLO 3

Funtori rappresentabili

La proprieta universale dell’embedding di Yoneda: sia € una categoria pic-
cola, e F': € — Set un funtore. Mostrare che F' si estende in modo canonico
ad un funtore ' = Lan, F : [C°P, Set] — Set, che ha per aggiunto destro il
funtore che manda X in Ac.Set(Fc, X).

Mostrare che questo risultato € parte di una equivalenza di categorie
LAdj([e°P, Set], Set) = Cat(C, Set)

(vedere Desercizio 5.6 per la notazione LAdj) indotta dalla precomposizione
con il funtore di Yoneda, y : C — [C°P, Set].

Dedurne che la categoria Iso(Set, Set) delle autoequivalenze di Set ¢ equi-
valente alla categoria terminale.

Descrivere il funtore di Yoneda, e la sua proprieta di piena fedelta in [C°P, Set]

in ciascuno dei casi seguenti:

(1) per un gruppo G; chi ¢ la categoria dei prefasci [G°P, Set]?

(2) per un poset P; chi & la categoria dei prefasci [P°P, Set]?

(3) Se P & un poset, farlo per la categoria [[P°P, Set]|°P, Set]; chiamando
y: A — [A°P, Set], studiare la sequenza

P % [P, Set] % [[P°P, Set]*", Set] % ...

Definire un funtore ¢t: A — Top (la realizzazione geometrica) mediante la
regola
[n] = [An]|
dove |A[n]| € R™! & il simplesso geometrico standard ottenuto da tutte
le (n + 1)-uple di reali (zo,...,2,) tali che ; > 0 per ogni i = 0,...,n e
Zi Tr; = 1.
e Definire coerentemente una corrispondenza sui morfismi f: [n] — [m]
che rende ¢ un vero funtore
e Le mappe d, € 0, vengono mandate da ¢ in funzioni continue di
R"™*! rispetto alla topologia euclidea. Scrivere queste trasformazioni.
Si tratta di trasformazioni affini di R*+1?

Definiamo un funtore 8ing: Top — sSet che manda uno spazio topologico
in un insieme simpliciale 8ing(Y") che ha per insieme degli n-simplessi

Sing(Y)n = Top(|A[n]|,Y)

13




14

i.e. I'insieme delle mappe continue dal n-simplesso topologico standard verso
Y'; questi n-simplessi si organizzano nel complesso singolare di Y.
Consideriamo il funtore F': Set — Ab che manda un insieme nel gruppo
abeliano libero su quell’insieme, ovvero nel gruppo abeliano Z(Y) che ha tante
copie di Z quanti elementi dell’insieme A. Consideriamo ora il diagramma

F(Yy) &L F(h) &2 F(Ys) « ...

dove D,, := Z?:O(—l)idnyi. Mostrare che la composizione D,, o D, 11 = 0,
e che dunque questo risulta essere un complesso di catene, i cui gruppi di
omologia denotiamo H,(8ing(Y")).

Questi sono esattamente i gruppi di omologia singolare dello spazio Y.

Mostrare che il funtore |_| e 8ing sono rispettivamente aggiunto sinistro
e destro di una aggiunzione; dedurne che |_| commuta coi colimiti e Sing
commuta coi limiti. Mostrare che Sing = Lan,(y), dove ¢ & stato definito
sopra, e y : A — sSet ¢ '’embedding di Yoneda.

Definiamo un funtore N: Cat — sSet che manda la categoria C nell’insie-
me simpliciale NC che ha per n-simplessi le tuple di n morfismi tra loro
componibili:

e NGy = oggetti di C;

e NC; = morfismi di €

e NG ={XxLv %z ..
Definire le mappe di faccia e degenerazione di questo insieme simpliciale
(hint: una faccia d,, j; risulta dal comporre mappe contigue al nodo k; e una
degenerazione. . . ).

Mostrare che NC,, ¢ isomorfo al pullback NC; X ne, NC1 Xne, - XNe,
NC; (fatto n volte), lungo le frecce di “source” e “target” src,trg: NC; —
NG (chiaramente queste sono opportune mappe di faccia).

Mostrare che N & un funtore definendolo sui morfismi; mostrare che, in
quanto funtore, commuta con tutti i limiti.

Mostrare che N(_) soddisfa la seguente proprieta: per ogni € € Cat e
X € sSet si ha
(NE)X = N(eTX)
e questo isomorfismo in sSet & naturale in tutti gli argomenti.
Mostrare che N(_) commuta con gli esponenziali, ovvero che esiste
un isomorfismo naturale N(D¢) = N(C)N(®) (il primo esponenziale indi-
ca il nervo della categoria dei funtori € — D; il secondo indica l’insieme

simpliciale delle mappe simpliciali. . . ).
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*4 Esercizi §4

CAPITOLO 4

Limiti e colimiti

O 1 Nella categoria sSet, definiamo il bordo di A[n] come 'unione

0An] = dni(Aln —1]),
=0

e definiamo il k-esimo corno di dimensione n come 'unione

(1)

AF[n) = U dni(Aln —1]).
ik
Mostrare che esiste un coequalizzatore

n
I aAr-2=][AR-1]—0AM

0<i<j<n i=0
definito da opportune mappe parallele tra i simplessi ('idea per visua-
lizzarlo: & una sfera di dimensione n, ottenuta prendendo le (n—1)-facce
di un simplesso standard e identificandole non appena condividono in-
sieme un (n — 2)-simplesso —il colimite ¢ esattamente la formalizzazione
di questa spiegazione).
Mostrare che la realizzazione |A*[n]| C |A[n]| & un retratto di deforma-
zione forte; mostrare che la realizzazione |0A[n]| = S™ C R**1.
Mostrare che esiste un coequalizzatore

I ar-2=]]AR-1]— AR
0<i<j<n i#k

(Pidea per visualizzarlo: & JA[n] a cui & stata rimossa la faccia op-
posta al vertice k —le facce sono ovviamente univocamente determinate
dall’unico vertice che non contengono, e sono numerate di conseguenza).

O 2 Mostrare che le proiezioni {l]miel X; = X;} da un limite sono congiunta-
mente mono, OVvero se

pjof=pjog Vi€l

allora f = g. Dualizzare.

O3 Sia F : € — D un funtore. E’ sempre possibile scrivere € come unione
disgiunta di categorie connesse, tali che cioe il grafo sottostante la categoria
sia connesso. Si puo dunque scrivere F' : [, €; — D, e questo determina
una famiglia di funtori F; : €; — D.
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Dimostrate che il colimite di F' ¢ canonicamente isomorfo a [ ], ; colim F;.
In particolare, se ciascuna C; ha un oggetto terminale t;, colim F' = [],_; F(t;).

! Attenzione, la ragione per cui questo € vero non & che ”i colimiti
commutano coi colimiti”: un risultato analogo si dualizza dicendo

lim F = Hlim F;?
iel
Mostrare questo fatto: la categoria dei coconi per un funtore F' : D°P — €
e la categoria degli elementi del funtore

* Lim
e —FL D, Set] — = Set
c}—>)\d.(i’(5d,c)I—>¥i£1d€:D C(Sd,c)

Un funtore F : € — Set si dice piatto se I'opposto della sua categoria
degli elementi ¢ filtrata; dimostrare che un funtore & piatto se e solo se per
ogni insieme X la categoria degli elementi di Set(X, F'_) ¢ filtrata (dedurne
quindi che questa seconda condizione & piu forte solo in apparenza).

(Cat ¢ completa e cocompleta) La completezza ¢ facile, la cocompletezza
no: dimostrare le seguenti cose

e E’ sufficiente definire i coprodotti e i coequalizzatori;

e Il coprodotto di una famiglia di categorie C; ha per oggetti |[]C;| il
coprodotto [[, |C;|, e per morfismi il coprodotto dei vari insiemi dei
morfismi.

e Data una coppia di funtori paralleli F,G: € = D la categoria Q tale
che il diagramma

e ~p-%s0
—_—
sia un coequalizzatore ha come oggetti I'insieme che e il coequalizzatore
del diagramma |F|,|G|: |€] = |DJ, e un morfismo [d] — [d'] & una
stringa finita di morfismi d — do,d{, = di,d} — da,...,d), — d’ tale
per cui per ogni ¢ = 0,...,n esiste un oggetto ¢; in C tale che F¢; =
d;,Ge; = df (si tratta di “stringhe componibili dopo essere passati al
quoziente”).

La categoria degli spazi di Banach, che ha per morfismi le mappe lineari
limitate & co/completa?

Sia AX : J — € il funtore costante in X € €, ovvero AX(j) = X, AX(i —
j) = 1x; & sempre vero che il co/limite di AX & X7

Definiamo il funtore 7y : Cat — Set, che manda € in

mo(C) = coeq ( G Co )
t

dove s, t sono le funzioni di source e target di C. Descrivere esplicitamente
m0(€C) (tutto avviene in Set, dove c‘¢ una descrizione molto esplicita. .. );
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10

0 13

14

mostrare che esiste una aggiunzione

™o
_—

mo 454 (=)g 4G : Cat Set

_

per opportuni funtori ¢, (—)o, G.

Mostrare che Nat(F,G) ('insieme delle trasformazioni naturali tra due fun-
tori paralleli € — D) & l’equalizzatore della coppia

S

HCEC ®(FC7 GC) Hf:r—)y D(F£r7 Gy)

t

dove t manda (ac) € [[.ce D(Fc,Ge) in ayg(p) o F(f), ed s manda manda
(a’C) € Hcee D(Fca GC) in G(f) O Qgre(f)-

Mostrare che la categoria Pos dei poset e mappe monotone € completa e
cocompleta. Mostrare che ¢ una categoria cartesiana chiusa. Prestare atten-
zione a quale ordine si & posto su P x @: se si pone 'ordine lessicografico,
valgono ancora delle biiezioni

Pos(Q, P> R) 2 Pos(P Xjex Q, R) 2 Pos(P,Q < R)

(chiaramente ne servono due, perché X, non & simmetrico)?

Diciamo che l'estensione di Kan destra di F' lungo G, dove Set Easle
consta di un funtore RangF : € — B con una trasformazione naturale
¢ : RangF o G = F universale tra queste. Notazione: la coppia (¢, RangF),
o spesso il solo funtore RangF' sottintendendo la 2-cella, & I'estensione di
Kan destra.

Mostrare che, in queste notazioni, € € la counita di una aggiunzione
G* 4 Rang, dove G* : [C,Set] — [A, Set] ¢ il funtore di precomposizione
con G che manda H in HG.

Dualizzare tutti gli asserti dell’esercizio precedente, definendo ’estensione di
Kan sinistra lungo Gj; trovare unita e counita della aggiunzione Lang 4 G*.

Estensioni di Kan come colimiti: mostrare che
RangF(c) = Jim ((c 1 G)°P LNy RN Set)
Lang F(c) = lim ((G 1o RN N Set)

(hint: dimostrare anzitutto che le corrispondenze ¢ — Lan,F(c) e ¢ —
Ran, F(c) definite da quei co/limiti sono funtoriali usando la proprieta
universale del co/limite e la funtorialita di ¢ — (G | ¢); mostrare poi
esplicitamente che c¢’¢ una biiezione

Nat(Lan F, H) = Nat(F, HG)

e che questa ¢ naturale in c¢).
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O 19

O 20

Dimostrare il lemma di incollamento per estensioni di Kan: dato un dia-
gramma

A—L .p_C J¢
n
H/

K

D
se la giustapposizione dei due triangoli e il triangolo sinistro sono estensioni
di Kan, ovvero se esiste n : H — KF tale per cui K = LangH e §: H —
NGF tale che N = LangyH, allora lo ¢ il triangolo destro, nel senso che

e Esiste un’'unica B : K — NG tale che B = BF omn;
e Questa 3 rende la coppia (N,J3) un’estensione di Kan sinistra di K
lungo G.

Sia y: € — [C°P,Set] il funtore che manda a € € in hom(—,a): a’ —
hom(a’, @). Dimostrare che Lan,y = 1jcor get]; un funtore G tale che LangG =
1 si dice denso.

Sia ¢: H < G l'inclusione di un sottogruppo in un gruppo, guardata come
un funtore. La categoria degli spazi vettoriali con una azione (sinistra) di G
si identifica canonicamente alla categoria di funtori [G, Vecty].
Mostrare che esistono funtori
Ran,
[G, Vecty] ——> [H, Vecty]
== =

Lan,
dati da opportune estensioni di Kan Lan,, Ran,. La loro azione su oggetti e
morfismi e data da

V = k[G] Qi V
(Palgebra gruppale k[G] & l’algebra libera sugli elementi di G, con molti-
plicazione indotta da }  ag - > by = >3, > 1_) agby, e similmente per

Un suggerimento: si dimostri che esiste un equalizzatore
hom(1,h)
homy, g1 (k[G], W) — homy (k[G], V) homy, (k[G], V)
hom(h,1)

Dualizzare per I'estensione di Kan sinistra.

o)

Dato funtori f,g : A — B, mostrare che esiste una biiezione Nat(f,g) =
Nat(Lang,Lany) se Lany : [A°P,Set] — [B°P,Set] & l'estensione di Kan
vista come funtore aggiunto sinistro del “cambio di base” f*.

Un oggetto C di una categoria € si dice tiny (minuscolo) se il funtore C€(C, _)
¢ cocontinuo.
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O 21

O 22

e Dimostrare che oggetto terminale * di Set & tiny; il coprodotto =[] *
¢ ancora tiny?
e Dimostrare che Z ¢ tiny nella categoria dei gruppi abeliani. Z" e tiny
(sempre in Ab)? Il gruppo ciclico Z/nZ & tiny (sempre in Ab)?
e Dimostrare che P € [C°P,Set] ¢ tiny se e solo se ¢ un retratto di un
funtore rappresentabile.
Un oggetto e di una categoria cartesiana chiusa C si dice atomico se il funtore
[e, —] ha un aggiunto destro.
e Dimostrare o confutare che P € [C°P, Set] ¢ tiny se e solo se & atomico.

(caratterizzazione formale delle aggiunzioni). Una estensione di Kan si dice
assoluta se e preservata da ogni funtore, ovvero se, quando L = LangF
con unita 7 : F' = LangF'G, la composizione K L ¢ isomorfa a Lang K F' con
unita K7n. Denotiamo questa condizione particolare con LANg F'. Dimostrare
che le seguenti condizioni sono equivalenti:

e Esiste una aggiunzione F' ﬂ G per un funtore F : A — B;
F =~ RANg1p (con counita e);
F = Rangls e GF = RangG (con counita €);
G ¥ LANplg (con unita n);
G = Lanply e FG 2 lanpF (con unita 7).

Se F': € — D & un funtore, consideriamo la categoria degli elementi del
nervo NC: essa ha un funtore ¥ : Elts(NC) — A°P che manda un oggetto
([n],z € N@,) in [n].

E’ anche definito un funtore S : Elts(N€) — € che manda un n-simplesso
x: [n] = Cin z(0) (dunque la S sta per source). Dimostrare che S, per come
¢ definito, € controvariante. Dimostrare che S & essenzialmente suriettivo
e pieno, e dunque il funtore indotto S* : D¢ — DEWSNC)™ & nienamente
fedele.

. . K F . .
Dimostrare che dato un diagramma A <— € — D, ¢’@ un isomorfismo
canonico

@F = ligLanKF .
e A
Dedurne che esiste un isomorfismo canonico lim, F' 2 lig , (LansS*F),

ovvero che ognt colimite € un colimite di un opportuno diagramma costmpli-
ciale.
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*4 Esercizi §5

01

02

CAPITOLO 5

Funtori aggiunti

Dimostrare che una categoria ha un oggetto terminale se e solo se 1'unico
funtore € — * verso la categoria terminale ha un aggiunto destro.

Mostrare che ogni relazione R C X X Y induce una aggiunzione tra poset
(guardati come categorie)

R* AR, :P(X)S P(Y)

per quali R questa aggiunzione R* 4 R, si estende a una terna di aggiunti
Ry 4 R* 4 R,? Per quali si estende a una quaterna Ry 4 R* 4 R, R

Mostrare che se F' 4 G & una aggiunzione, e GF = 1 mediante una qualsiasi
trasformazione naturale «, allora n : 1 = GF e un isomorfismo.

Il falso teorema di Cantor-Schroder-Bernstein per categorie. Confutare che
se esiste un funtore fedele F' : € — D ed esiste un funtore fedele G : D — G,
allora C e D sono equivalenti.

Il vero teorema di Cantor-Schroder-Bernstein per categorie. Dimostrare che
se esiste un funtore pieno e fedele F' : € — D ed esiste un funtore pieno e
fedele G : D — €, allora C e D sono equivalenti.

Sia LAdj(€,D) la categoria dei funtori F' : € — D che ammettono un
aggiunto destro. Mostrare I’isomorfismo

Fun(A,LAdj(B, Set)) = LAdj(A, Fun(3B, Set)).

Sia Caty la categoria che ha per oggetti le coppie (C,S) dove S : C — €
¢ un endofuntore. Sia Cat3; la sottocategoria (piena: definire i morfismi di
queste categorie nell’'unico modo possibile) di Caty che ha per oggetti le
coppie (€, S) per cui S & una auto-equivalenza. Dimostrare che esiste una
aggiunzione

R

RHi: Caty Cat?,

i
i essendo il funtore di inclusione, seguendo questa definizione: se R(C, S) =
(¢,5), la categoria C" ha per oggetti le coppie (X,n) in € x Z, e

C'((X,n), (Y, m)) = lim €(S**" X, §™*FY).
keN
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O 10

Mostrare che con questa definizione €’ ¢ una categoria, che esiste un funtore
C — € (identificato all’unita dell’aggiunzione), e che resta indotto da S un
endomorfismo S’ di €’ che ¢ un’equivalenza.

Sia f: H — K un morfismo di algebre di Heyting; allora f induce una
coppia di funtori aggiunti f*: KsH: f+ tra le categorie dei prefasci su H
e su K definiti da

o F(P)x)=lm _ Py

o £ (Q)y) =Q(f ')
Mostrare che questa non e altro che I’aggiunzione f* %' Rany, e calcolarne
esplicitamente unita e counita.

Mostrare che il funtore [] : Set! — Set ¢ fedele e riflette gli isomorfismi.

e Hint 1: mostrare che se F' 4 G & una aggiunzione, le componenti della
counita sono tutti epimorfismi se e solo se G ¢ fedele.

e Hint 2: mostrare che un funtore fedele riflette i monomorfismi e gli
epimorfismi.

e Mostrare che se F' 4 G & una aggiunzione e le componenti della cou-
nita sono tutti epimorfismi estremali, allora G ¢ fedele e riflette gli
isomorfismi.

Siano Ty-Top, ... T4-Top le categorie degli spazi topologici che soddisfano
le varie proprieta di separazione. Quali delle inclusioni piene Ty-Top D
T1-Top D Tse-Top D T3-Top D TB%—Top D Ty4-Top sono riflessioni?

La corrispondenza che agisce sui quadrati commutativi

e, @

e |l

D—1D
K

dove F %' G, F' ;—l,| G’, mandando ogni a: KF = F'H in una 8: HG =
G'K secondo le regole

ar G'Keo G'ag' onye

B+ €xpoF'BroF Hy
& una biiezione tra Nat(K'F, F'H) e Nat(HG, G'K).

Il risultato di prima si puo usare per dimostrare che la corrispondenza che
manda una aggiunzione F': € < D: G nella monade GF (resp., nella co-
monade F'G) ¢ funtoriale (di pili, ¢ un 2-funtore), dato che un morfismo di
aggiunzioni si riesce a descrivere precisamente come un quadrato omonimo
al precedente, equipaggiato con a: KF = F'H (equivalentemente, in virtl
della biiezione sopra, con 3: HG = G'K).

Si tratta di mostrare che un morfismo di aggiunzioni tra (F' 4 G) e
(F" 4 G") induce un morfismo tra le rispettive monadi GF e G'F’
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O 14

O 16

Un esercizio sugli aggiunti in A. A ¢ la categoria che ha per oggetti gli
insiemi finiti, non vuoti, totalmente ordinati, denotati [n] = {0 <1< --- <
n} e per morfismi f: [m] — [n] le funzioni monotone. Definiamo
e d?: [n— 1] — [n] 'unica funzione iniettiva che evita I’elemento i € [n].
e si:[n+ 1] — [n] 'unica funzione suriettiva che assume due volte il

valore j € [n].

Mostrare che un morfismo «: [n] — [m] ha un aggiunto sinistro se e solo se
a(n) = m; in tal caso questo aggiunto oy, manda ¢ in oy (i) = min{j € [n] |
alj) > .

Dualizzare: un morfismo «: [n] — [m] ha un aggiunto destro se e solo
se a(0) = 0; in tal caso questo aggiunto ag manda i in ag(i) = max{j €
[n] | a(j) < i}

Dedurre che per ogni j € [n] la funzione s7 ha un aggiunto sinistro e
uno destro, e in particolare

djyy st Hdy: [n]

-

o[- 1]
i

Mostrare che per ogni aggiunzione FF 4G 4 H : C £, D vi sono aggiunzioni
FG 4 HG e GF 4 GH. Mostrare che per ogni aggiunzione H 4 F' 4 G

K : ¢ D visono aggiunzioni FH 4 FG 4 KG e HF 4 GF 4 GK;
quante aggiunzioni distinte genera una stringa Fy - Fp - --- 4 Fyo?

Sia f: P S @ : g una aggiunzione tra poset. Esistono le aggiunzioni

Lany Lang,
[Pop7 Set] =~ [Q0p7 Set] [Qop’ Set] =9 — [Pop’ Set]
Rany Rang

Dimostrare che f* = Lan, e g* = Rany; da cio segue che esiste una quaterna
di aggiunzioni
Lany

[PoP, Set] = [Q°P, Set].

fr—

g —>

-~
Rang

Iterare questo procedimento per produrre una stringa di aggiunti di lunghez-
za 2n+1 tra le categorie L?"~1(P) e L*"(Q), dove si definisce induttivamente
LO(€) := C, ed L¥(C) = [(L*~1(€))°P, Set].

Definiamo una categoria Adj, (€) i cui oggetti sono le stringhe infinite di
aggiunzioni
{Fe}:- - AF  AFy 4 AF, -

tra endofuntori, e i cui morfismi sono le trasformazioni naturali  : Fy — Gj.

(1) Dimostrare che ogni 1 induce una famiglia {7} di trasformazioni na-
turali, tali che n2p, : For, = Gan, N2n+1 @ Gone1 — Fonta.

(2) Dimostrare che Adj, (C) ha una struttura monoidale; & simmetrica? E’
chiusa?

(3) Dimostrare che se € = Ab allora Adj, (C) ha un oggetto zero. Ha
prodotti finiti?
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Una situazione the consta di una terna the = {®, A, [—, =]} di (bi)funtori
tra tre categorie S, A, B, definiti dalle aggiunzioni

homg (S ® A, B) = homg (S, [4, B]) = homy4 (4, S A B).
Le varianze dei tre funtori sono univocamente determinate da queste aggiun-
zioni: se ® : Sx A — B, allorasiha A:SPxB = A, [-,=]: A x B —
S.

Mostrare che a partire da the = {®, A, [—, =]} resta definita una nuo-
va they ; = {M, A, (—, =)}, sulle categorie ST Al B”, per ogni I,.J €
Cat; ponendo FX G ¢ B/, partendo da F € SI"%/ G € A’, uguale a
[ F(i,—) ® Gi allora si ha una aggiunzione

B/(FRG,H)~S""*/(F (G, H)) =~ AY(G,F A H).

Mostrare che le aggiunzioni agiscono sulle the: se abbiamo

the = {®, A, [, =]}
tra categorie S, A, B allora per ogni terna di aggiunzioni
e 54S+4SconS:8— S
e AdA+4Acon A: A - A
e B4B4BconB:B— B’
si ha che {Bo(S®A),So(AAB),Ao|S, B]} & una nuova the su S, A’ B’
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CAPITOLO 6

Y Sistemi di fattorizzazione

4‘ Esercizi §6

O 1 Mostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti per f € hom(C):
(1) f & un isomorfismo;

2) faf;
(3) f @hom(€);
(4) hom(C) @ f;
(5) fLf.

O 2 Mostrare che se f: X — Y, g: A — B sono morfismi di C, allora g 1 f se e
solo se nel diagramma

hom(B, X)

hom(A4, X)

lhom(A,f)
hom(B,Y) hom(A4,Y),
hom(u,Y)
la mappa hom(B, X) - P = hom(B,Y) x  hom(A,X) ¢ un epimorfi-
hom(A,Y)

smo (in Set).
O 3 Mostrare che P(—) e (—)? definiscono una connessione di Galois.

0 4 Determinare X% in ciascuno di questi casi:
e C=SeteX={0—{0}}
e C=Sete X ={f: X = Y | suriettiva};
e C=Set e X ={[0] — [1]}, if [n] denota I'insieme {0, ...,n}.

O 5 Dimostrare che, per ogni X C hom(C) la classe YK & chiusa per pushout,
composizioni transfinite®, retratti, coprodotti. Dualizzare.

0 6 Dimostrare il seguente “criterio di Joyal”:
Se (€, M) ¢ una coppia di classi di hom(€) tali che ogni morfismo
f: X =Y si fattorizza come X = A Y in modo unico, allora
&L M.

O 7 Dimostrare che (Ep1, MONO) & un sistema di fattorizzazione in Set;
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O 10

Sia R un anello unitario; denotiamo Mod(R) la categoria degli R-moduli
destri e loro omomorfismi Mr — Npg; un morfismo di R-moduli si dice
proiettivo se ¢ un monomorfismo con cokernel proiettivo (in tal modo, un
R-modulo & proiettivo se e solo se il suo morfismo iniziale & proiettivo).
Mostrare che la coppia (PROJ, EPI) ¢ un sistema di fattorizzazione debole
su Mod(R).

Definiamo le seguenti classi di morfismi in Cat:

(1) Wk & la classe delle equivalenze di categorie, ossia funtori pienamente
fedeli ed essenzialmente suriettivi;

(2) CoF ¢ la classe dei funtori che sono iniettivi sugli oggetti, ovvero quei
J: A — B tali che se Je = J¢ allora ¢ = ¢.

(3) FiB ¢ la classe delle isofibrazioni ossia i funtori F': E — B tali che
per ogni e € E e ogni isomorfismo v¢: F(e) & b esista un isomorfismo
p: e e to an object ¢ € E per cui F(p) = 1.

Dimostrare che esiste un sistema di fattorizzazione (debole) (WkNCoF, FIB),

e uno (Cor, WK N F1B);

Sia V una categoria finitamente cocompleta, e concreta con un funtore
U:V — Set, che € monadico, ovvero tale per cui le algebre per la mo-
nade T = FU (F laggiunto sinistro di U) sono una categoria isomorfa a
V (come esempi si possono prendere i monoidi, i gruppi, i gruppi abeliani,
etc.)

Dimostrare che in V c¢’¢ sempre un sistema di fattorizzazione debole
(+Ep1,EP1) (hint: la counitdh FU — 1 & sempre un epimorfismo perché U &
fedele).

Rammentare le definizioni di {split, regular, strong, extremal, @} monomor-
fismo (in italiano: spezzante, regolare, forte, estremale, @) in una categoria
€ e dimostrare queste implicazioni (e le loro duali, automaticamente, per gli
epimorfismi):

SPLIT — REGULAR — STRONG —— EXTREMAL —— &

C & completa e wellpow € ha pus

dove diciamo che in una categoria i coprodotti sono disgiunti se il quadrato

@ A
L
B—— A][B

che ¢ sempre un pushout, ¢ anche un pullback. Dedurre da questo esercizio
che in Set i monomorfismi sono tutti e soli i monomorfismi regolari; & vero
anche nella categoria di moduli su un anello R? E vero in una generica
categoria abeliana?
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Se (€, M) & un sistema di fattorizzazione in € piccolo-cocompleta, e £ am-
mette coprodotti di grandezza arbitraria in quanto sottocategoria di G,
allora & C Epi.

Dimostrare che esiste un sistema di fattorizzazione su Cat (&, M) dove
e € & la classe dei funtori finali, ovvero quesi funtori F': C' — D tali che
per ogni d € D la comma categoria (d/f) & non vuota e connessa.
e M ¢ la classe delle fibrazioni discrete, ossia funtori p : £ — B tali che
per ogni oggetto e € E e morfismo f: b — pe € B, esiste un unico
g: € — e tale che pe’ =V, pg = f.

Supponiamo di avere una categoria C, tensorizzata e cotensorizzata (v.
definizione altrove), ovvero tale per cui sia vero che

C(K ®X,Y) = C(X,YX) = Set(K,C(X,Y))

naturalmente nei tre oggetti K € Set, X,Y € C. Allora su Cl! (la categoria
dei morfismi di C, i cui oggetti sono f : X — Y e i cui morfismi quadrati
commutativi) resta indotta una analoga aggiunzione, cioe e ¢ tensorizzata
e cotensorizzata su Set!). Vale, in altre parole, I’aggiunzione

Cll(f ou,g) = CMU(f,g <u) = SetM (u, (f,9))

perogni f:A— B,g: X - Y el u L - Ke Set!!: questi funtori
sono definiti sugli oggetti dalle frecce tratteggiate nei diagrammi

f®L g~

AQL B®L XX YK
iy Py K
gau
N
A9u| B®L]J[A®K |Bou x* XL x YK v
A®L e
/Z@K fou'-.A ﬁL
L L
AQK o BeK X o Y
X
e(B, X) ) C(A, X)

(f.9) V
N

C(B,g) C(4,X) x €C(B,Y) €(A,g)
e(A,Y)

C(A,Y)

Resta vero quanto scritto sopra per una generica categoria di diagrammi
e7?

@Sia A un ordinale. La composizione transfinita di un funtore F': A — € & la mappa canonica
Fo — h_nr>1 F.
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CAPITOLO 7

Monadi

Sia P la monade su Set che manda un insieme X nel suo insieme delle parti
PXef:X —Yin f, : PX — PY; determinare la categoria delle P-
algebre, e la categoria di Kleisli di P; sia P* il funtore controvariante che
manda X in PX e f in f*: PY — PX; questo € una monade?

Esiste una monade su {categorie con un oggetto terminale e funtori che lo
preservano} C Cat, che agisce mandando € nella categoria */C degli oggetti
puntati di €7

Un sistema di fattorizzazione (€, M) su € risale ad uno sulla categoria
di algebre di qualsiasi monade T su C tale per cui 7€ C &, definendo
(Er,Mr) = (U E,UTM), dove U: Alg(T) — C & il forgetful.

Sia G : € — D un funtore; definiamo G : D — D come LangG. Mostrare
che G ¢ una comonade su D, trovando la sua comoltiplicazione e la sua
counita e dimostrando le identita di monade. Questa si chiama la comonade
di densita di G, e G ¢ denso se la sua comonade di densita ¢ (isomorfa
al)l’identita. Dimostrare che G & denso se e solo se il funtore D(G,1): D —
[C°P Set]: d — (Ac.D(Ge, d)) & pienamente fedele.

Dualizzare definendo la monade di codensita RangF'; calcolare la monade

di codensita e la comonade di densita nei casi seguenti

(1) quando i : Z — R & l'inclusione di gruppi (guardati come categorie con
un solo oggetto);

(2) quando j : Q — R & l'inclusione di gruppi (guardati come categorie con
un solo oggetto);

(3) quando k£ : {0 — 1} — {0 = 1} & linclusione ovvia (identita sugli
oggetti).

Se T' & una monade su C, mostrare che T-Alg ammette tutti i limiti che €
ammette.

Se T' & una monade su €, mostrare che T-Alg ammette k-colimiti se e solo
se ammette coprodotti di cardinalita x.

Mostrare che se 7' ¢ una monade su € si puo definire un “pairing” cxy :
C(X,TY) x C(W,TX) che manda due frecce (f,g) in

w S rx I rry 2 Ty
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dove py e la Y-componente della moltiplicazione di T, e ¢ soddisfa queste

proprieta:

(1) E’ naturale (per una opportuna definizione: trovarla);

(2) E’ associativo: ¢(f,c(g,h)) = c(ce(f, ), h);

(3) E’ tale per cui ¢(ny, f) = f =c(f,nx) se f: X = TY ed n & 'unita
della monade.

Dimostrare che data una terna (7T',n,c¢) con T endofuntore di €, n : 1 =
T una trasformazione naturale, e ¢ che soddisfa alle condizioni sopra, la
posizione

My C(lTy, 1TTY> :TTY - TY

definisce una moltiplicazione che rende 1" una monade su C.

Definiamo una monade sulla categoria sSet degli insiemi simpliciali: sia R
un anello commutativo e unitario, e dato X, € sSet definiamo (R ® X),
I'insieme simpliciale che ha per insieme degli n-simplessi I’ R-modulo libero
sugli n-simplessi di X,:

(R® X)p=Rlo|0o:Aln] — X.]

(un elemento di (R ® X),, & una somma finita del tipo > r;x; dove r; € R
e x; : Aln] = X,). Ora, definiamo R(X),, C (R ® X),, come il sottospazio
di quelle somme > r;z; tali che > r; = 1g.

(1) Mostrare che X, — R(X) & una monade su sSet;

(2) Come & fatta una R-algebra? Il funtore U : R-Alg — sSet ¢ monadico?

Definiamo una monade su Cls (la categoria dei UT-insiemi), che manda
€ € Cls nella classe di tutti i sotto-O-insiemi non vuoti di €. Chiamo
questa monade P, : Cls — Cls.

Mostrare che la classe Ord degli ordinali & esattamente la P,-algebra
libera generata dal singoletto {x}.
Mostrare che T : X ~ [, oy SyXTT(Ln), dove il quoziente é rispetto all’azione
che permuta le “coordinate” di ¥ € X", ¢ una monade su Set; chi sono le sue
algebre? Come descrivere T' come estensione di Kan LangF', per opportuni
F .G?

Mostrare che la corrispondenza A — A~ (la categoria dei morfismi di A,
i cui morfismi sono quadrati commutativi) definisce una monade su Cat.
Come si puo descrivere una T-algebra in questo caso?
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CAPITOLO 8

Categorie monoidali

Definire una struttura monoidale simmetrica chiusa sulla categoria degli
spazi vettoriali k-Vect; dimostrare che V & dualizzabile rispetto a questa
struttura monoidale se e solo se V' ha dimensione finita.

Definire una struttura monoidale simmetrica chiusa sulla categoria Ch(R)
dei complessi di catene di R-moduli; descrivere esplicitamente I’hom interno
[X,Y] tra due oggetti X,Y, la composizione [X,Y] ® [V, Z] — [X,Z], e
trovare unita e counita della aggiunzione che definisce la struttura monoidale
chiusa.

Dimostrare o confutare quanto segue:
Se C e una categoria monoidale chiusa, con tensore ® unita mo-
noidale I e hom interno [_, =], e con tutti i limiti finiti, mostrate
o confutate che se [, X] 2 X, naturalmente in X per ogni X € C,
allora ® = x e 'oggetto unita I di € e il terminale .

Definire una categoria C#D avente per oggetti quelli di € x D, e dove
(C,D) — (C’",D') & una successione finita

(C,D) = (Cy, Do) S (C1,D1) S -+ S (Cny D) S (C!, D)

dove le frecce superiori formano una stringa C < Cy < ...C,, + C' e le
frecce inferiori formano una stringa D — Dy — --- — D, — D’. Mostrare
che # : Cat x Cat — Cat ¢ una struttura monoidale, avente per identita
la categoria terminale. Mostrare che C#D soddisfa la seguente proprieta
universale:

X = C#D is equipped with two families of functors {Fg: D —

x}CEObe; and {GDI C — x}DEOb«D such that Fc(D) = GD(C)

for any (C, D) € Obexp, and universal among these.

Sia € una categora monoidale simmetrica, con tensore ®. Definire una
struttura monoidale ¢ sulla categoria di funtori [C, Set], detta prodotto di
convoluzione, ponendo

(FoG)(c) = Lang (F x G)
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ovvero ponendo F ¢ G come la freccia tratteggiata nel diagramma

(F,G) X
€ x € ——="Set x Set*_;Set

®J/
LT FoG

Dimostrare che questa e effettivamente una struttura monoidale chiusa,

calcolando gli aggiunti destri FF'o _ 4 (F/_)e _ oG (_/G).

Dimostrare che se Z ¢ il gruppo abeliano degli interi, la categoria dei funtori
[Z, Ab] dotata del prodotto di convoluzione ¢ la categoria dei gruppi abeliani
graduati, ossia delle sequenze {Gp, }ncz con opportune mappe tali che. ..

Un tensore per € e un bifuntore @ : Set x € — € che soddisfa la seguente
proprieta universale:

C(A® C,C") = Set(A,C(C,C")).
Dualmente, un cotensore ¢ un bifuntore Set®® x € — Cche soddisfa la
seguente proprieta universale:
e(C,C4) = Set(A,€(C’,C)).
Definire tensori e cotensori in Set,Cat, Top. Li possiede fVect (spazi
vettoriali di dimensione finita)?
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CAPITOLO 9

% Categorie presentabili

4‘ Esercizi §9

Un oggetto X di una categoria C si dice x-presentabile, o k-piccolo, o k-compatto,

se il funtore hom(X, ) commuta coi colimiti x-filtrati.

0 1 Dimostrare che gli oggetti k-compatti di Set sono gli insiemi di cardinalita
al piu k. In particolare gli insiemi finiti sono k-compatti per ogni cardinale
regolare k.

[0 2 Dimostrare il seguente criterio di piattezza: un funtore F' : € — Set si dice
k-piatto se soddisfa una delle seguenti condizioni equivalenti
(1) F risulta da un colimite r-filtrato di funtori rappresentabili, ovvero
esiste una categoria piccola e x-filtrata J e un funtore X : J — C tale
che
F(C) liénhom(Xj,C)
Jje€d
naturalmente in C.
(2) Elts(F)°P ¢ una categoria x-filtrata.
(3) LanyF : [C°P, Set] — Set commuta coi limiti finiti.

[0 3 Dimostrare che la categoria dei coconi di un funtore S : D°? — C & con-
nessa (ovvero il suo mp(_) ¢ fatto di un solo elemento, vedi altrove per la
definizione) se e solo se C ¢ k-filtrata.

O 4 Un generatore di una categoria C consta di un insieme di oggetti {G;}icr
tale per cui la famiglia di funtori hom(G;, _) sia congiuntamente fedele.
e Descrivere esplicitamente il colimite

li 7, I AGY/

G:Z—LBT /(;

mostrare che esiste un morfismo canonico verso Z @ Z, che € un epimor-
fismo regolare ma non un isomorfismo (hint: & [Borceux, Ex. 4.8.6]; si
puo fare in diversi modi, ma la cosa pill economica ¢ mostrare che il
colimite ¢ un gruppo abeliano che ha torsione non banale).

U 5 Dimostrare le seguenti caratterizzazioni equivalenti per il completamento di
Cauchy € di una categoria C:
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(1) Cela sottocategoria dei prefasci minuscoli su C, ovvero di quei funtori
F tali che [C°P,Set](F,—): [C°P, Set] — Set commuta coi colimiti;

(2) € ¢ il completamento libero di € rispetto a tutti i colimiti assoluti,
ovvero i colimiti che sono preservati da qualsiasi funtore G : € — D.

(3) € & il completamento libero di € rispetto a tutti i limiti assoluti, ovvero
i limiti che sono preservati da qualsiasi funtore G : € — D.

(4) € ¢ la categoria universale contenente G dove ogni idempotente di ©
spezza, ovvero dove ogni endomorfismo e : X — X tale che ee = e &
tale per cui e = rs per due morfismi tali che sr = 1.

(5) Ce lopposto della sottocategoria dei morfismi geometrici essenziali
Set — [C, Set].

(6) Quanti oggetti minuscoli c¢i sono nella categoria Mod(Z) dei gruppi
abeliani? (Ricordare ’esercizio 4.20).

Dimostrare che Set € una categoria presentabile; piu in generale, se € e
piccola [C°P, Set] & una categoria presentabile.

Una freccia f: A — B di C e k-presentabile se lo € in quanto oggetto della
categoria A/C delle frecce di dominio A.
Mostrare che f: A — B e k-presentabile in Set se e solo se & quasi-epi
e quasi-mono, ovvero se e solo se, congiuntamente,
(1) L’insieme B\ f(A) ha cardinalita < k.
(2) L’insieme ker f \ A4, ovvero l'insieme delle coppie distinte  # y in A
tali che f(x) = f(y), ha cardinalita < &.

Dati due numeri cardinali x,x’ diciamo che k & fortemente minore di &/,

scritto k <K/, se k < K’ e vale la seguente proprieta:
Per ogni A < &/, l'insieme P..(\) dei sottoinsiemi di A di car-
dinalita minore di x ha un sottoinsieme cofinale di cardinalita
< K.°

Dimostrare i fatti seguenti:

(1) La classe dei cardinali ¢ parzialmente ordinata dalla relazione < (k <1’
sse k < k' e vale la stessa condizione);

(2) Vg <\ per ogni A pilt che numerabile. E’ Ry un elemento minimale in
(Card, <)?

(3) Se k & regolare, k< kT.

(4) E’ vero o falso che X, <R, 417

Questa teoria e importante perché valgono le seguenti condizioni equivalenti:
(1) k<K
(2) Ogni categoria k-accessibile & k’-accessibile;

Dimostrare che un colimite di cardinalita x di oggetti x-presentabili & ancora
un oggetto x-presentabile.

Sugli oggetti finitamente presentabili di Cat. In questo esercizio, per evitare
ogni ambiguita, si intende che una categoria presentabile ¢ un oggetto di
Cat che in quanto tale ¢ finitamente presentabile (i.e. il funtore Cat(C, —)
commuta coi colimiti filtrati).
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e Dimostrare che se una categoria ha un numero finito di morfismi, allora
€ un oggetto w-presentabile di Cat. E’ vero il viceversa?

e No: trovare un controesempio. Dimostrare che una categoria finita-
mente presentabile ha comunque solo un numero finito di morfismi;
dimostrare che in una categoria finitamente presentabile non esistono
due oggetti distinti con un numero infinito di frecce parallele diverse.

e Dimostrare che le categorie finitamente presentabili sono tutte e sole le
categorie che si ottengono come coequalizzatori F(G) = F(G') — €
di frecce parallele tra categorie libere su grafi finiti.

%n parole pill semplici: per ogni A < k esiste un sottoinsieme Q C P, () tale che per ogni
U € Pc(X\) esiste VE€QpercuiU CV.
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CAPITOLO 10

Topos elementari

4‘ Esercizi §10

[J 1 Mostrare che Cat non e un topos;
[J 2 Mostrare che Top non ¢ un topos;
(] 3 Mostrare che Grp non ¢ un topos;

[0 4 La categoria che ha per oggetti i topos di prefasci su categorie U-piccole,
e per morfismi le immagini inverse di morfismi geometrici f* : &€ — F ¢
completa? E’ cocompleta? Esiste un aggiunto all’inclusione PShTop —
UT-Cat?

[0 5 Dimostrare che se £ & un topos elementare tale che —:  — Q ammetta
un punto fisso x. Allora Q, in quanto algebra di Heyting interna ad &,
e’l’algebra banale dove 0 = 1. Dimostrare che se & ¢ un topos elementare
tale che € sia ’algebra banale dove 0 = 1, allora € & una categoria-poset
dove @ = 1 (=l'oggetto iniziale & isomorfo al terminale).

0 6 Dimostrare che l'esponenziale YX in un topos elementare € & isomorfo al
pullback del diagramma
YX > E1

.

QXXY HQX

|

QX><Y><Y

Ey— >

dove E; — QXXY = QXXYXY od B, — QX*Y = QX sono equalizzatori di
opportune coppie di mappe.
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CAPITOLO 11

Topos di Grothendieck

Dimostrare che la categoria A = Ab(€) dei gruppi abeliani interni ad un
topos di Grothendieck € & una categoria di Grothendieck, ovvero che & abe-
liana, ha un generatore, € cocompleta e tale per cui h_r)n D[, Al = A éun
funtore esatto (manda sequenze esatte corte in sequenze esatte corte).

Mostrare l’equivalenza tra spazi etalé e fasci su uno spazio topologico X
usando le estensioni di Kan: si consideri il diagramma

O(X) —=2 > Top/X

T
Y .
J/ ~"Lany A

[0(X), Set]

dove il funtore A manda tautologicamente un aperto U C X nella inclusione
U — X, ey ¢ Yoneda. Mostrare che I'aggiunto destro di Lan, A ¢ il funtore

U E
Na(p): U = Top/X (AU,p) = Top/X ([ 1| .[ 1 ])
={s:U—=FE|ps:UCX}
e coincide dunque con il fascio delle sezioni di p: & — X.

Costruire il teorema di Giraud a questo modo: dato un topos di Grothen-
dieck € trovare una sottocategoria G C € piccola che induce una aggiunzione

Ge——= ¢
| /
[GoP, Set]

Dimostrare che 'aggiunto destro & — [G°P, Set] & pienamente fedele, sicché
& & una localizzazione di [G°P, Set]. Dimostrare che L : [G°P,Set] — &
commuta coi limiti finiti, sicché € & una localizzazione esatta di [G°P, Set].

Dimostrare che un topos elementare ¢ di Grothendieck se e solo se & una
categoria finitamente presentabile.
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O 5 Un topos € tale che il morfismo geometrico terminale € — Set si estende a
una quaterna di aggiunti

™ —

~d—

& —r— Set

~<—2C

dove ¢, d sono funtori pienamente fedeli si dice topos coesivo. Dimostrare

che il topos dei prefasci sulla categoria {0 — 1} & coesivo; dimostrare che il

topos degli insiemi simpliciali & coesivo. Il topos dei prefasci sulla categoria
{0 > 1—--- = n} e coesivo?
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CAPITOLO 12

Categorie abeliane

4‘ Esercizi §12

[0 1 La categoria dei gruppi abeliani topologici ¢ abeliana?

O 2 Un pre-asymbatos € una categoria A che soddisfa i seguenti assiomi:
(1) Possiede limiti finiti e un oggetto iniziale &5;
(2) Ogni volta che in uno span X <~ A % Y una delle due frecce & un
mono, ne esiste il pushout;
(3) A ammette pushout di kernel pairs.
Ogni categoria abeliana & chiaramente un pre-asymbatos.

O 3 Diciamo che un oggetto X di A & un A-oggetto se la proiezione 7w : X x & —
X & un isomorfismo. Diciamo che un oggetto Y di A & un T-oggetto se la
proiezione 7’ : Y x @ — & & un isomorfismo.

Un asymbatos € una categoria A che soddisfa i seguenti assiomi:
(1) E’ un pre-asymbatos ed ¢ una categoria regolare;
(2) La freccia canonica @ — * & un monomorfismo;
(3) Sei: A — C & un mono, ogni pushout

A—>C

|

J
¢ anche un pullback, e 7 € mono.
(4) 1l funtore @ x — : A — A preserva i pushout di kernel pairs, e i pushout
di span in cui una freccia ¢ mono;
(5) Se f: B— @ x C & un epi, e

A——B
|
g——-=oxC

¢ un pullback, allora ¢ anche un pushout.
(6) Nella sottocategoria dei T-oggetti, la mappa di pushout di uno span in
cui uno ¢ un mono ¢ stabile per pullback.
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(7) Definiamo un funtore 7 : A — A mediante il pushout

XX ——O

|

X —71X

(8) Se T'f e @ x f sono isomorfismi TX — TY e @ x X — @& x Y allora lo
e f.

Mostrare i seguenti fatti:

1) Un asymbatos ammette coprodotti finiti, e questi sono disgiunti;

2) La sottocategoria piena A4 degli A-oggetti & coriflessiva;

3) La sottocategoria piena degli A-oggetti ¢ abeliana.

4) Se X ¢ un A-oggetto e Y un T-oggetto, A(A,T) = {x};

5) La sottocategoria piena Ar dei T-oggetti ¢ riflessiva, e il riflettore & 7
definito sopra.

(6) 1l funtore F : A — A4 x Ar che manda X in (& x X,7X) & un’equi-
valenza.
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CAPITOLO 13

% 2-categorie.

Dimostrare che esiste una bicategoria i cui oggetti sono gli insiemi, le cui
1-celle f : A — B sono descritte da famiglie di insiemi {F,; | A x B}, e
le 2-celle f = g sono famiglie di funzioni agp, : Fpp — Ggp, una per ogni
(a,b) € Ax B.

Definire un oggetto comma in una 2-categoria, ed enunciare la sua proprieta
universale 1- e 2-dimensionale.

Sia K una 2-categoria. Dato un diagramma di 2-celle

se T % o & invertibile, allora 7 * F' & univocamente determinata da 7 * G e
7% F = (T*0) Lo(7%G)o(S*0). Similmente, se S*o & invertibile allora 7xG
¢ univocamente determinata da 7 F and 7xG = (T*0)o (1% F)o(S*o)~L.

Dato un funtore F' : € — D tra 2-categorie, esso si dice funtore lax se esistono
famiglie di 2-celle F(g)F(f) = F(gf), 1ra — F(14) che soddisfano oppor-
tune condizioni di coerenza rispetto all’associativita della composizione e
I’unita data dalle identita. Scrivere queste condizioni.

Dimostrare che un funtore lax 7' : 1 — Cat, dove 1 & la 2-categoria con un
solo oggetto *, una sola 1-cella 1, e una sola 2-cella 1;_, € esattamente una
monade sulla categoria T'(x).

Un lax colimite per un lax funtore é...la stessa cosa di un colimite, ma il

cocono universale che lo rappresenta ¢ riempito da 2-celle non invertibili

(scrivere bene questa definizione, magari con l'aiuto di un libro, & parte
Xi

dell’esercizio):

ba C

/

X
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Dualmente si definisce il lax limite di un diagramma. Trovare il lax limite
di una monade, riguardata come lax funtore 1 — Cat.

Dimostrare la seguente proprieta universale: il lax colimite del 2-funtore
A/—: A — Cat che manda A € A nella categoria A/a & esattamente la
categoria degli elementi di hom g4, detta anche twisted arrow category di A.

Sulla bicategoria dei profuntori. Definiamo una bicategoria che ha gli stessi
oggetti di Cat, e dove le 1-celle A ~» B sono tutti i funtori B — A. La

composizione g o f : A 1, B 9, @ & definita dal diagramma

B*f>f{

Lan, f

e— B
g

da ultimo, le 2-celle sono trasformazioni naturali qualsiasi.

e Mostrare che questo definisce davvero una bicategoria (trovare le coe-
renze soddisfatte dall‘associativita e dall’identita della composizione:
chi & id : € ~» €7), chiamata Prof.

e le 1-celle di questa bicategoria si chiamano profuntori. Dimostrare che
esistono due embedding Cat == Prof, che sono 'identita sugli oggetti.
Come rovesciano le 1- e 2-celle?

e Se )\, p: Cat = Prof sono gli embedding del punto precedente, dimo-
strare che A(f) 1 p(f) in Prof.

e Dimostrare che f : € — D ¢ un funtore pienamente fedele se e solo se
l'unitd dell’aggiunzione A(f) - p(f) & una 2-cella invertibile di Prof.

e La bicategoria dei profuntori ha prodotti? Ha coprodotti? Come sono
definiti? La bicategoria dei profuntori ha tensori e cotensori su Cat?

e Mostrare che la composizione g¢ _ e _ ¢ f hanno entrambi un aggiunto
destro (parametrico in g, f rispettivamente).

e (la proprieta universale delle modificazioni) Rammentare la definizione
di una modificazione tra trasformazioni naturali (Borceux 1.7.3.1). Di-
mostrare che, dati F,G funtori paralleli, a, 5 : F = G trasformazioni
naturali, allora esiste un equalizzatore

Mod(a, 8) — H Nat(oe, Bc) = H hom(Fe¢, Gd).
ceC fice—d
e Considerando i due triangoli

B (fLA)——=B
2 A
al Bl

C—=A C—F—A=——=A4A

dimostrare che la coppia (¢, «) esibisce rift g se e solo se la coppia <€A, B)
esibisce rift,, g.
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