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Da dove viene e dove va questo testo. Essenzialmente, in un cestino.
A parte gli scherzi: poco c’e di diverso da quello che ho avuto la fortuna di
reperire nei testi (pitt che classici, molto chiari) di Fomenko, Marsden e in
effetti anche nelle dispense del corso; posso dire che come al solito aver scritto
queste quattro chiacchiere si e risolto in un esercizio di stile. Non vano, perché
ho insistito a soffonderle del mio gusto nella scelta di cio che trovo importante
ai fini della comprensione degli argomenti piu classici, o della fonte giusta per
esprimere 'idea cui magari non pensiamo di dover importanza, ed invece era
fondamentale. Ho voluto, soprattutto, che le parole fossero pervase del senso di
donchisciottesca disperazione che coglie chiunque, versato nella geometria (e a
maggior ragione chi, come me, non lo &), provi a rendere rigorosi i ragionamenti
dei Fisici.

Disciplina affascinante, la loro, perché studiandone dei frammenti ci si ac-
corge che borgesiana € la mole di un ipotetico Libro che compendiasse i pre-
requisiti necessari ad apprenderla. Disciplina comune, perché (si pensa subito
dopo) quale altra materia é esente da questo peso? Credere che ogni scienziato
coltivi la segreta speranza di contribuire ad un paragrafo, anche solo qualche
riga di questo testo ultimo, & forse quello che anima le mie notti.

Alla redazione non ¢ seguita (come non segue mai, nei documenti che non
sono ufficiali) una revisione vera e propria: questo contribuisce ovviamente a
rendere infima la qualita gia bassa di questo scritto. Non mi assumo, in poche
parole, alcuna responsabilita per funzioni che dovevano essere continue e invece
poi si scopre che no, ne per la perdita di apici, pedici, tensorizzazioni o somme
di Einstein.

—TUTTO CIO CHE I SIMBOLI POSSONO COMUNICARE E GIA FUGGI-
TO. SONO COME TRACCE, LASCIATE DA DEGLI ANIMALI. QUESTA
E LA RAGIONE PER CUI IL MAESTRO DI MEDITAZIONE RIFIUTA
DI ACCETTARE CHE LA SCRITTURA SIA IL PASSO FINALE. IL SUO
SCOPO E RAGGIUNGERE L’ESSERE PER MEZZO DI QUELLE TRACCE,
QUELLE LETTERE, QUEI SEGNI — MA LA REALTA NON E UN SE-
GNO, E NON LASCIA TRACCE. NON CI RAGGIUNGE CON LETTERE
O PAROLE. POSSIAMO ANDARGLI INCONTRO, SEGUENDO QUELLE
PAROLE E QUELLE LETTERE A RITROSO VERSO CIO DA CUI PRO-
VENGONO. MA FINCHE CI PREOCCUPEREMO DI SIMBOLI, TEORIE
E OPINIONI, NON RIUSCIREMO A GIUNGERE AL PRINCIPIO.

—MA NEL MOMENTO IN CUI ABBANDONIAMO SIMBOLI E OPINIONI,
NON SIAMO PERSI, NEL TOTALE ANNULLAMENTO DELL’ ESSERE?

—SI, LO SIAMO.

Kimura Kyuho, Kenjutsu Fushigii Hen
(I misteri dell’arte della Spada)



1.1 Calcolo Tensoriale.

Sia k un campo fissato (ovviamente di caratteristica zero, per conservare intatti tutti
i fini pratici). Siano V, W due spazi vettoriali di dimensione finita su k. Il prodotto
tensoriale di V e W & definito come la coppia (V@ W,®) dove @: Vx W = VW
e V® W & uno spazio vettoriale definito dalla seguente proprieta universale:

Per ogni spazio vettoriale Z di dimensione finita su k, e ogni f: VxW —
Z bilineare, esiste una e una sola applicazione lineare f: V@ W — Z
tale che il diagramma

VW27

| A

Vew

Comunque assegnati V' e W si puo costruire V@ W come k(VXW)/ ~, dove BV W)
lo spazio vettoriale libero sull’insieme V x W e ~ & la minima relazione di equivalenza
generata che identifica
a(v,w) ~v(aw) ~ (av,w)

(v+2v,w) ~ (v,w) + (v, w)

(v, w+w') ~ (v,w) + (v,w).
Da questa definizione discendono gli isomorfismi

Bilg(V x W, Z) = homy(V @ W, Z)
VW) 2V eWw"
homy(V @ W, Z) = homy (V, hom(W, Z))

Chiamiamo v ® w la classe della coppia (v, w) nel quoziente. Ogni x € V ® W si

esprime (per costruzione) come una somma finita Eai ®b;. Unabasedi VW &

data da {v; ® w;}1<i<n, ove {v;} & una base di V e {w;} una base di W, dato che
1<i<m

Y,ai®@bi=Y (ZT anvr) ® (ZS &iws)
= Zhs (ZZ Oémﬂsi)vi & wj. (1.1)

Da ora consideriamo uno stesso spazio vettoriale V' di dimensione finita su k. Defi-

niamo
(V)= gver (1.2)
n>0
dove la notazione V®™ indica il prodotto tensoriale V®- - -®V fatto n volte. L’insieme
Te(V') & per costruzione una k-algebra graduata (ogni elemento si scrive come somma
delle sue parti omogenee) ed esiste una operazione di “prodotto tensore” ®: T.(V) x
Ts(V) = Tr+s(V), definita su tali parti omogenee da

(mzzx“yzzys) Hm@y:ZpZM»s:PxT@ys

In tal modo T544(V) si identifica naturalmente a T,.(V) ® T (V).
T.(V) soddisfa la seguente proprieta universale, che la caratterizza in effetti come
lalgebra associativa e unitaria libera su una base {e1,...,eq} di V:



Per ogni f: V — A lineare, con A k-algebra, esiste una e una sola
f: Te(V) — A tale che il diagramma

V——A

sia commutativo.
e gode di una proprieta di funtorialita (ossia: per ogni f: V — W resta indotta una
To(f): Te(V) — Tu (W), che agisce sui generatori di T'(V') come

To( )1 ®@---®@vp) = f(v1) ®---® f(vr)).

E facile verificare che Tu(g o f) = Te(g) 0 To(f) e To(idv) = idr, (v)-

Se V a dimensione n, si calcola facilmente dimy T5.(V') = n", e dunque To (V') non
ha dimensione finita non appena dimg V' > 0.

Si puo, pitl in generale, definire T2 (V) = V" @ V*®* ¢ la somma

T*(V) =@, 5, V" (1.3)
(allo stesso modo ¢ definibile T(V) = T, (V) & T*(V)).

1.1.1 Algebra Esterna su V.
Sia i I'ideale di T¢(V') generato dall’insieme {v ® v},ev. Definiamo

A (V) =T (V) /i (1.4)
e denotiamo con A: (a, ) — aAB Voperazione di prodotto indotta da ® sul quoziente,
definiamo cio¢ (per z,y € To(V) tali che pi(z) = a, pi(y) = B)

alAB:=plz®y).
Anche /\.(V) & un’algebra graduata, in quanto ¢ facile mostrare che i = @T> o iry OVE
i, :==iNT,(V), dunque posto A (V) :=T.(V)/ir si ha
(dato che la sequenza i, — T,.(V) — A (V) ¢ esatta, anche @ . ir = P, ., T (V) -
D,-o A\, (V) & esatta, e allora

AW ET W) i@, o T (V) B, spir = B, Tr (V) /in).

A, (V) soddisfa a una proprietd universale:
Per ogni f: V — A, dove A & una k-algebra e f ¢ tale che per ogniv € V
f(w) - f(v) = 0 in A, esiste una e una sola f: A (V) — A tale che il

diagramma

%A

y
| A4
AV)

sia commutativo



La corrispondenza V' ~~ /\.(V) soddisfa a proprieta di funtorialita analoghe a V' ~~
T.(V):

o AW wiAv--Avp) = fo) Ao A f(ur);
e Nlge f)=Ag) e AP
o Aldv) =idp .
Esercizio. Si mostri che y Az = (=1)"zAy,sex e \ (V),ye A\ (V).
Per ogni famiglia di spazi vettoriali {W;} si ha I'isomorfismo
Ve (P,W:) =PV ew.
Dunque A(V)@ A(W) = @D, ., (A, (V)@ A, (W)), relazione da cui si pud dedurre

la proprietd esponenziale di \(—);

Nvew) = Av)e \w). (1.6)

Si provi a mostrare che A\, (V) = (0) ogni volta che k > dimgr V. Allora la decompo-
sizione A\, (V) = @, -, /\,.(V) ¢ in realta finita e

AV) =B, A\, (V) (1.7)

se n = dimg V. Una base di A (V) ¢ fatta da e;; A---Aei,, dove 1 <ip < --- <
ir < n. Da cid segue che dimg A (V) = (T:) edimr A\ (V) =3 dimr A (V) =2"
(lisomorfismo esponenziale permette di mostrarlo per induzione su n).

Se H = {i1,...,ir} & un sottoinsieme ordinato di {1,...,n} (ossia se h < k
implica i, < i), definiamo
1 se H=0
eH = . .
ei, N---Ae;,.  altrimenti.

Per H/K C {1,...,n} definiamo eg A ex = emrxenur, dove si indica con H U K
l'unione ordinata dei due insiemi e con emx il simbolo che vale (—1)"(H, K) quando
HNK =@ e0 altrimenti (v(H, K) ¢ il segno della permutazione ( #“X ) che riordina
la giustapposizione degli elementi di H e K).

Al variare di H C {1,...,n}, #H =r, gli (:f) elementi eg formano una base di
A (V).

Se si indica con Alt(V", W) l'insieme delle applicazioni r-lineari alternanti dal
prodotto V' x dots x V in W, si puo dimostrare ’identificazione

AI(V", W) 2 homgr (A (V), W) (1.8)

per ogni spazio vettoriale W; dunque in particolare per W = R si ha ’identificazione
Alt(V",R) = A (V)*. Poniamo su A (V') una struttura di coalgebra, utile a indurre
un isomorfismo A, (V) = A, (V). Definiamo

et NV)= Av)ye Av)

VIA- - Ave =y 4 H=r CHHeVH @ VHe



Si osservi che A (V) ® A(V) & un’algebra (bi)graduata e che ¢ & un omomorfismo che
rispetta le graduazioni, ossia

(A.(M) D, N\,(V) @A V).

Definiamo allora un prodotto esterno su A(V)*: date u,v € A(V)* poniamo
uAv:=po(u®uv)oc. (1.9)

In tal modo w “ha grado r” se e solo se u(/\S(V)) = (0) per ogni s # r. Diciamo
che A (V)" si identifica al sottoinsieme G, delle forme lineari su A, (V) digrado r.
Allora A\, (V)" = @ ., A\, (V)" e si ha I'espressione “in coordinate” per I'azione di

u A v suun elemento vi A--- Awve. Seue A (V) ve A\ (V)

(wAV)(v1 A Avy) = Z emmeu(va)v(Vie).
HC{1,...,r+s}: #H=r

Definiamo quindi per due forme alternanti f € Alt(V",R),g € Alt(V°,R) il loro
prodotto esterno f A g € Alt(V"* R) come

1
(FAQEA Avr) = = > F ety V)9Vt vy )
ceG(r+s)

Nell’eseguire calcoli espliciti, si osservi che per (1,...,( € V¥, v1,...,vs € V si ha

(G, A AG) (V1 A Awg) = {get(g.(vl)) :ii

1.2 Varieta (e calcolo su di esse).

ap
Se U,V C R™ & nota la definizione di applicazione C*(U, V). Sono di facile dimostra-
zione i risultati seguenti:

e Se F: U — R™ ¢ di classe C*, ogni sua restrizione a V C U, F|y: V — R™
resta di classe C*. In particolare I'identita di R™ in sé & di classe C*°, e dunque
tutte le inclusioni ts: S C R" sono di classe C°°.

e La composizione di applicazioni C", C* & una applicazione di classe C™n(F)
ap
Un diffeomorfismo di classe C* & una biiezione F: U — V ove U,V C R" tale che
sia F sia la sua inversa siano di classe C*.

Questa nozione si estende naturalmente al caso in cui F': X — Y sia una generica
funzione di insiemi: se X C R"

e F: X — R™ si dice di classe C* se per ogni € X esistono un intorno aperto
U, di ¢ e una mappa tra aperti ¢, : U, — R™ che sia C* nel senso usuale.

e se XY CR™, F: X =Y si dice C* se la composizione di F con Iinclusione
canonica ¢ di classe C* nel senso sopra detto.

o F: X = Y sidira diffeomorfismo di classe C* se & biiettiva e di classe C* in
entrambi i versi.

e Composizione/restrizione di applicazioni C* & C*.

[6]



Definizione 1.1 [CARTA LOCALE]: Sia X uno spazio topologico compatto e con-
nesso. Una carta locale o n—sistema di coordinate locali & una coppia (U, pu) ove U
¢ un aperto di X e py € un omeomorfismo da U in un aperto di R™. Due carte
(U, ov), (V, v )si dicono differenzialmente C* —compatibili se la funzione

cpvogplfl: pu(UNV)—=pv(UNV)

& un diffeomorfismo di classe C*.
Le funzioni componenti di una carta @y (p) = (z'(p), ..., 2™ (p)) si dicono coordi-
nate locali in U. Talvolta U si dira aperto coordinatizzato da oy .

Osservazione. Ovviamente se due carte sono C*—compatibili sono anche C*—compatibili
per ogni h < k.

Definizione 1.2 : La funzione oy oy ! si dice mappa di transizione dalle coordinate
di U a quelle di V. Quel che si chiede a due carte compatibili ¢ di essere uguali a
meno di un diffeomorfismo di classe C*.

Definizione 1.3 [ATLANTE]: Un n-atlante differenziabile di classe C* nello spazio
topologico X & una famiglia di n—carte locali {(Ux, ©x)}aea tale che 4 = {Ux}ren sia
un ricoprimento di X e che le carte locali siano tutte a due a due differenzialmente
C* compatibili.

Definizione 1.4 [VARIETA DIFFERENZIALE DI CLASSE C*]: Una varieta differenziale
di classe C* (VD) & uno spazio topologico di Hausdorff (X,7) a base numerabile
dotato di un n-atlante differenziabile di classe C*. Si dice anche che tale atlante
definisce su X una struttura di varieta differenziabile di classe C*.

La dimensione della varieta e la dimensione di un qualunque aperto nel quale una
carta mappa aperti della varieta X. Tale nozione & ben posta perche se (U, ¢), (V, )
sono due carte la mappa di transizione ¢ un diffeomorfismo tra aperti dello stesso
R"™ e dunque conserva la dimensione: la funzione z — dim, X che manda x nella
dimensione di X in un intorno di = & costante su ogni componente connessa di X (e
dunque su tutto X se ci limitiamo a studiare varietad connesse).

Osservazione. Da ora in poi “differenziabile” (o liscia) e “di classe C*°” diventano
sinonimi: le diverista col caso C* sono minime, e costituiscono un facile esercizio di
interpolazione vigile.

Definizione 1.5 [ATLANTI EQUIVALENTI]: Due atlanti {(Ux, o) }ren, {(Vu, ¥u) buem
si dicono equivalenti se la loro unione

{(Ux, Vii; 05, V) Yonwyeax

¢ ancora un atlante differenziabile. Equivalentemente due atlanti sono equivalenti se
ciascuna carta dell’uno ¢ differenzialmente compatibile con ciascuna carta dell’altro.
L’unione di tutti gli n—atlanti equivalenti di una varieta data si dice il suo atlante
massimale.

Facciamo alcuni esempi:

1. R" stesso ¢ una VD di dimensione n: un suo atlante ¢ dato dall’unia carta

(R, id).



ap
2. Ogni U C R" & una VD di dimensione n: un suo atlante ¢ dato dall’unica carta
(U, 1), ove ¢ & l'inclusione canonica id |y .

3. Piin generale ogni aperto di X nella topologia indotta dall’ambiente & una VD
della stessa dimensione. Se {(Ux,¥x)}rea € un atlante di X, un atlante della
sottovarieta S C X ¢ dato da

{(UxN S, oalusns) treag

ove As ={A€A|U\NS # 2}

4. Ogni sottoinsieme D discreto in uno spazio topologico X € una varieta di
dimensione 0, e ha come atlante la famiglia {({p:}, ¢i)}icr, ove {pi}; & una
enumerazione degli elementi di D e ¢;: {p;} — {0} manda p; in 0.

L’importanza della definizione data & la possibilita di estendere gli strumenti del
Calcolo a funzioni tra sottoinsiemi qualunque (purché abbastanza regolari) dei vari
spazi euclidei.

Definizione 1.6 [VARIETA DIFFEOMORFE — MORFISMO DI VARIETA]: Siano X,Y
due VD di dimensioni n,m. Una applicazione F': X — Y si dice differenziabile o
morfismo di varietd se nel diagramma commutativo

R"—> s R™

XNUy—25ynv,

I’applicazione 1, o F' o Lp;1 ¢ differenziabile come mappa di aperti usuali. Se tale
funzione & un diffeomorfismo, F, F~! sono diffeomorfismi di varietd.

Alcune costruzioni che generalizzano le definizioni appena date:

e Se {Mp}scp ¢ una famiglia di VD, 'unione disgiunta HﬂeB Mg ha una naturale
struttura di VD indotta dall’atlante

A=]]4s

ove gli Ag sono atlanti degli Mg.

e Se M, N sono VD possiamo porre sul prodotto cartesiano M x N una na-
turale struttura di VD. Siano {(Ux,¢a)} ¢ {(Vu,%u)} atlanti di M ed N
rispettivamente. Allora un atlante di M x N ¢& definito da

{(Ux X Vi, ox X )}

ove px X Pt Uy x Vi, = R™ ™ manda (p,q) € Ux x V,, in ¢ (p),¥u(q)) (con
questa definizione di “prodotto”, se (U’, ¢1;), (V';91,) sono carte locali su X, Y
diverse da (U, pv), (V;1v) esse sono compatibili).

C’¢é ancora qualcosa da dire!



1.2.1 Forme Differenziali.
Se U E R"™ definiamo una forma differenziale di grado r su U comeuna applicazione
liscia (= C'*°)

w:U—= A\ R

Denotando con z!, ... z" la base canonica di R, si indica la duale come dz?, ..., dz™:

una base per A (R")" ¢ fatta allora hai (Z) monomi de” = dz™* A---Ada’ al variare

dil<i; <- - <ip <n. Una r-forma w si scrive allora in modo unico come
w=>", fadz"” (1.10)

L’insieme Q,(U) delle r-forme su U ha una struttura naturale di C°°(U)-modulo (e
in effetti ¢ un C*° modulo nel senso dei fasci), e Q,(U) = (0) per 7 > n. L’unione

A (U) = D, %0 (U)

¢ dunque una C*°(U)-algebra graduata dotata del prodotto esterno di forme.

1.2.2 Derivazione Esterna.
Se w € Q.(U), w': U = homr(R", A\ (R")"), e dato che si hanno le identificazioni

homg, (R", /\T(R”)*) =~ homg (R" ® /\r(R"),R)
~R") QN R A\ R @A (R

A definire una applicazione d: Q" (U) — Q"T!(U) sara allora sufficiente prendere la
parte alternante del differenziale w’:

!
w' = (ZH fdeH> =Y dfu®da"; dw=altw’;
definiamo cioe

dw = d(ZH fdeH)

=3, dfa Adz"

_ of H
* =g o Adat

Si verificano le proprieta seguenti:
D1 linearita di d: Q"(U) — Q"T(U);
D2 regola di Leibniz: d(w A7) =dw AT+ (=1)38“w A dT;
D3 C=U) = Q°U) — QY U) — ... = Q"1 U) — Q"(U) & un complesso di

.. _ d d . .
cocatene, ovvero la composizione Q" (U) = Q7(U) = Q"M U) & zero (si
faccia la verifica a mano usando *).

Qualora si aggiunga a D1, D2, D3 la proprieta
D4 d coincide con 1'usuale differenziale di funzioni C*(U) — Q*(U)

si riesce a caratterizzare in modo univoco ’operazione di derivazione esterna.



1.2.3 Formula intrinseca per d.

E facile notare che per ogni f € A, (R™")* @ A, (R")*, indicando con 7 la mappa
AR @ AR = A (R")":u®v— uAv, eponendo g = n(f) si ha

gwr A Avrgs) =) enfvn ® vae)
(basta verificare per f = u ® v ed estendere per linearita il risultato).
Allora, dato che per ogni p € U E R"ew'(p) e A, R")* @ A\ (R")",

W (p)(vo ® (V1 A+ Avr)) = () (vo) (V1 A -+ Awy)
dw(p) = 7(w'(p))
dw(p)(vr A= Awe) = 30, (1) W' (p) (i) (V1 A+ AR A== Awr)

1.2.4 Pull-back di una r-forma.
Se F: U — V & una applicazione C* di aperti di R®, R™, con coordinate z?, ..., z",

y',...,y™, allora F': U — homg (R™,R™). 1l pull-back di w € Q,-(V) mediante F &
la r-forma F*w € Q,(U) definita come

Fru@) (v A Avy) = w(F(p))(/\T(F’(p))(vl An m))
= w(F(p)(F'(p)(v1) A--- A F'(p)(vr))

Si noti che
o F*: Q%V) — Q%U) = C>(U) agisce come F*g = go F per ogni g € Q°(V) =
c=(V);
o F*: Q"(V) — Q"(U) & C*°(V)-lineare, ed & il fascio immagine inversa di Q"
mediante F;
o F*(wAT)=F*wAF*r, per ogni w € Q,(V), 7 € Qs(V) (il pull-back rispetta
il prodotto esterno);
e F*(dw) = dF*w (il pull-back commuta con la derivazione esterna);
e (GoF)* =F*oG
° F*(ZH ngyH) = ZH(gH o F)dF¥ intendendo con dF7, H = {iy,...,i,}
il minore ottenuto dalla matrice jacobiana di F' dalle righe 1, ..., %.
Fissiamo una base dello spazio V: stiamo fissando un isomorfismo /\H(C) —+ R,

precisamente quello che manda 1'unico elemento di base v1 A ... v, in 1. Per ogni
0 < k < n possiamo quindi definire un’applicazione bilineare

ANV XA, _ (V)= A, (V)=R

ottenuto per composizione col prodotto esterno. Si dimostri che tale applicazione &
non degenere, e dunque costituisce una dualita’ tra A, (V) e A, _, (V). Componendo
questo isomorfismo con quello indotto dalla dualita’ canonica V' = V™, che mette in
isomorfismo A, (V) e A, (V"), si ottiene un isomorfismo, 6: A, (V*) = A, _ (V).

Se ora si fissa su V' una applicazione bilineare non degenere e simmetrica g, ad essa
resta associato un isomorfismo di spazi vettoriali g tra V e il suo duale. Otteniamo
quindi, ancora una volta per composizione, I'isomorfismo

AeWV) = NV = A, (V)



che prende il nome di operatore di Hodge relativo a g.

Per l'usuale prodotto scalare reale, ’'operatore * di Hodge ¢ definito come *: Q.(U) —

Qr(U): dzf — egdz”. Se w = Yoy fuda' ww =>", fu xdaz.
Se F' & un campo vettoriale definito su U, e si scrive F' = ZFZ
associa naturalmente una forma differenziale:

a

5.7, ad esso si

Fl—>wF:F~dm:ZFi*dxi

e tale corrispondenza & un isomorfismo di C°°(U)-moduli. In generale, tutti gli
operatori differenziali agenti su campi vettoriali si possono definire con opportune
composizioni di d, %, sfruttando le proprieta

e xox = (—1)"™""id su ogni A, (V);

e (LEMMA.) Esiste un’unica forma bilineare (simmetrica e definita positiva)
A V)x A (V)= A.(V): (z,y) = -y definita sui generatori in modo che
(vi A--Avp) - (wr A+ Awy) = det(v; - wj); questa si estende all’intera /\. V)
ponendo x -y = Zr Zr - yr (somma dei prodotti sulle componenti omogenee).
Questa posizione da un prodotto scalare su /\. (V).

o Nelle notazioni del Lemma precedente, (xx)- (xy) = -y e x Axy = (T -y)e[,n]-

C’é ancora qualcosa da dire!

1.3 Geometria Simplettica.

1.3.1 Definizioni e Prime Proprieta.

A. Sia V uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su R. Una struttura simplet-
tica su V & una forma bilineare w antisimmetrica e non degenere, tale cioé che
la mappa w: V — V*: v — w(v, —) sia un isomorfismo di spazi vettoriali.

AG. Sia E un fibrato vettoriale liscio sopra una varietd M (per esempio si consideri
il suo fibrato tangente T'M: si veda in [G] poco sotto che questo caso pud essere
preso come il caso generale senza ledere alla generalita dell’esposizione); una
struttura simplettica su E consiste nel dato di una famiglia {ws }zcr di strutture
simplettiche nel senso [A], che “varia continuamente al variare del parametro”.

G. Se M & una varieta liscia una struttura simplettica w su M & una struttura
simplettica su TM nel senso [AG], che considerata come un elemento di Q2 (M)
¢ chiusa (dw = 0) e non degenere (nel senso [A]).

In tutti e tre i casi si possono dare degli esempi basilari

A. La somma V @ V™ di uno spazio e il suo duale, dove wy ¢ definita da

w+((u,€), (v,€)) = &(u) = ((v).
Si noti collateralmente che un ragionamento sul determinante di w € Alt(V x

V,R) fa dedurre che la dimensione di V deve essere pari (det A = det A" =
det(—A) = (—1)" det A).



AG. La somma di Whitney dei fibrati £ @ E* (E™ ha per fibre i duali delle fibre di
F; nel linguaggio dei fibrati su uno stesso spazio B, E® I ¢ definito da £ — B,
F — B come il fibrato pull-back di A: B —+ B x B, di modo che il quadrato

EFEQF ——FEXF

-

B—A>B><B

sia cartesiano: ogni fibra di F @ F risulta dalla somma diretta delle fibre di E/
edi F).

G. L’esempio base & dato da R*" dotato della 2-forma
w= Z dz; A déi,

dove (z1,...,Tn, &%, ..., ™) sono le coordinate canoniche. Un teorema di Dar-
boux mostra che ogni varieta simplettica secondo [G] & localmente simpletto-
morfa a questa (= esiste un isomorfismo di spazi vettoriali che rispetta le w,
fibra per fibra nel caso geometrico). Non esistono, dunque, invarianti “locali” di
una varieta simplettica analoghi alla curvatura esistente in ambito riemanniano.

Noti teoremi di algebra lineare affermano che, dato uno spazio vettoriale di dimensione
pari 2n e una forma bilineare alternante su di esso, esiste una base dello spazio tale
che w(u,v) = (u, Ev), ove E = (_qH)n In ) 11 teorema di Darboux afferma che se (M, w)

ap
& simplettica, per ogni p € U C M esiste una carta ¢ di M centrata in p il cui dominio
& contenuto in U e tale che w = > dz; A d€' nelle coordinate locali indotte da ¢ su
Ty M. In altre parole

e Due spazi vettoriali simplettici (V,wv ), (W, ww) sono simplettomorfi se e solo
se hanno la stessa dimensione (dunque ogni coppia di spazi vettoriali isomorfi
e simplettici & simplettomorfa).

e Due varietd simplettiche (M, war), (N,wx) sono localmente simplettomorfe se
e solo se hanno la stessa dimensione. Il problema globale ¢ ancora insoluto,
tranne che in dimensione 2 e per M orientabile, dove Moser ha dimostrato che
(M, wn) = (N,wx) compatte sono simplettomorfe se e solo se sono diffeomorfe
e fM WM = fN wyn (=“volume totale” delle due varieta compatte: ancora Moser
ha mostrato che questo & I'unico invariante simplettico di varietd compatte).

Vi sono varieta liscie che non ammettono strutture simplettiche (non esiste un analogo
simplettico del teorema di Whitney per varieta riemanniane). Se per assurdo su S*
esistesse una 2-forma w chiusa e non degenere, allora essa sarebbe esatta (Hig (S*) =
(0)), dunque w = df per qualche § € Q'(S*), e Q@ = w A w, forma volume su S*,
sarebbe anch’essa esatta (d(wA6) = wAw). Per il teorema di Stokes allora si avrebbe

vol(S*) = / / (wAB) /w/\@zO (0s* = @)
as%

il che & visibilmente assurdo.
Cio che si puo dire in generale ¢ che se (M,war) € simplettica, di dimensione 2n,
Q" =wA--- Aw & una forma volume su M, dunque deve essere Hin (M) # (0).



Dal momento che [Q"] = [Q]", [Q] € Hig(M),e [F # (0) per ogni k < n.
L’esistenza di un tale elemento ¢ condizione necessaria alla presenza di una struttu-
ra simplettica su M; un’altra condizione necessaria ¢ la presenza di una struttura
simplettica su T'M, il fibrato tangente.

Se M & una varieta liscia, il suo fibrato cotangente T*M ammette una struttu-
ra simplettica data dalla derivata esterna della 1-forma canonica di Liouville, § =

> pidgs,
w=d0=> dp Adg

(le coordinate di Darboux sono date in questo caso proprio dall’atlante fibrato di
T*M costruito a partire da quello di M). In coordinate si ha

wa(a,p)((51):(52)) =D _(dpi @ dai —dai @ dp) ((§1) . (§2)) =
—m-g-me6 = ((20) (5).(32)
O 1

La matrice E = (7]1 ®) e detta unita simplettica.

1.3.2 Varieta Isotrope, Coisotrope, Lagrangiane.

Sia (M, w) una varieta simplettica, S C M una sua sottovarieta, presentata con I’im-
mersione js: S < M. Definiamo per ogni = € S 'ortogonale (in senso simplettico)
ad S in x come il sottospazio

TS = {veTjywM|wTjs(u),v) =0 Yu e T.S}

Data la non-degenerazione di w, dim7, S = dim M — dim S. Chiamiamo S una
sottovarieta

e isotropa se TS C T, S (ossia se jiw = 0);
o coisotropa se TpS D T, S;

o lagrangiana se TpS = T, S.

Osservazione. Se S ¢ isotropa, dim S < n; se dim S = 2n — 1 allora S & coisotropa;
se dim S = 1, allora S ¢ isotropa.

Dimostrazione. La prima constatazione discende da un argomento di algebra linea-
re: se (V,w) & uno spazio vettoriale simplettico, esiste un’unica applicazione lineare
(invertibile se w & non degenere)  tale che w(y,y’) = (Qy,y’). Ora, se Y < V
¢ un sottospazio isotropo di dimensione k, per non degenerazione, Q(Y) < V & un
sottospazio della stessa dimensione; d’altra parte Q(Y) C Y (I’ortogonale euclideo),
dunque dimY + dim Q(Y) = 2k < dim V' = 2n, e si conclude.

Per la seconda: il sottospazio YT = TS & generato da un singolo vettore a, e
allora Y =Y 'T =(a)" = {y € V | w(a,y) = 0} D (a), dato che w(a,a) = 0.

Per la terza: jiw(v,w) = 0 perché v, w sono linearmente dipendenti. O

Una sottovarieta A C M dunque & lagrangiana se e solo se ¢ isotropa e di dimensione
n; dire che jiw = 0 equivale a dire che jxdf = dji0 = 0, ossia che j160 & chiusa. Il
lemma di Poincaré afferma ora che j36 ¢ (almeno localmente) esatta, dunque esiste
§: A — R tale che ds = j}36.



Ricordando che due varieta si dicono trasversali se i loro spazi tangenti non
sono uno contenuto nell’altro, supponiamo che A sia trasversale alle fibre di T*M
(intendendo con cio le fibre della proiezione canonica war: T*M — M), considerando

A T I M
che manda A — (g(A),p(A)) — ¢g(A). Si ha allora

T(,“,)T*M = Tig,p)da(A) @ Tig,p) T;M :
~——

< (q)

(“e come se la sequenza TA — TT*M — TM spezzasse”), ed esiste una XM — A,
inversa locale di quella composizione. Consideriamo allora la mappa s = 0 A: M —
A — R, definita in un aperto U di M. Il suo grafico “disegna” A; le componenti
dell’immersione ja: A — p(A) sono tali che d§(A) &

i

; 9 ;
pidg’|x = pi(X) 5 (A)aN

e dunque ds = d(50 ) & uguale a

9q'(\) 9N (q)
oM OgF

(A=A(9))

ds(q) =dsodA = pi(N) - -d¢” = pidirdg” = pi(A(g))dg' C T*M.

Cio avviene con le coordinate A, dunque tale punto appartiene a A. In tal modo
almeno localmente im (ds: q— ds(q)) =ja(A).

Di converso una funzione s: M — R primitiva di j*0 genera una sottovarieta
lagrangiana in T*M con il suo grafico

As ={(g,ds(q)) | g € M}

visibilmente di dimensione n = %dimM (¢ infatti determinata dagli n parametri
qg=(q1,-..,qn)) € tale che W|imas = d(0|ds) =dods=0.

1.3.3 Simplettomorfismi.

E naturale studiare i morfismi della categoria delle varieta simplettiche.

Definizione 1.7 : Sia (M,w) una varieta simplettica. Una applicazione liscia f: M —
M si dice simplettomorfismo o trasformazione canonica se

ffom =wn.

Si osservi che tale condizione implica che f*(w A - - Aw) =w A --- Aw, per ogni
k > 1. Se indichiamo con  la forma volume w A --- A w (n volte), otteniamo che
ogni trasformazione canonica & isocora, ossia rispetta la misura su M. Cio implica
che ogni simplettomorfismo ¢ un diffeomorfismo locale (perché det Jac f =1 # 0).

In generale, una applicazione liscia tra due varieta simplettiche (M, war) e (N, wx)
¢ canonica se f*wx = war. Anche in questo caso, se dim M = dim N, ogni trasforma-
zione canonica ¢ un diffeomorfismo locale che preserva i volumi.



Se (M, w) & una varieta simplettica, definiamo il sollevamento cotangente di un dif-
feomorfismo tra varieta come I’“aggiunta puntuale” della mappa tangente T f: definia-
mo cioé la mappa T f: T*N — T*M come 'unica tale che (T f(«),v) = (o, T f(v))
per ogni o € Ty N, v € Tp-1() M.

Proposizione 1.1. Se f: M — N & un diffeomorfismo, (T*f)*0p = 0On, le 0
indicando le forme tautologiche di Liouville.

Dimostrazione. B un contazzo:
(T"f)" 01(aq) - w = 02(T" f () (TT" f - w)
=T"f(ag) - (Tm1 - TT"f) - w)
=T"f(ag) - (T(m o T"f) - w)
= <aq,TfoT(7r1 oT*f)~w>
= <aq7T(fo7r1 oT*f)-w>

= (ag, T2 - w) = On(aq) - w
ricordando che la definizione di 04 (a) - w & (o, Ty - w). O

Proposizione 1.2. Consideriamo un simplettomorfismo f: (M,w1) — (N,w2), €
una sottovarietd lagrangiana A C M. Allora f o jo(A) & lagrangiana in N.

Dimostrazione.
UJ2|fojA(A):j*Of*u.)2:j*w1:wl‘A:O O
Una seconda definizione di simplettomorfismo si ottiene dalle osservazioni seguen-
ti:
e Se (M1,w1), (M2,w2) sono due varietd simplettiche della stessa dimensione,

consideriamo le proiezioni

M1><M2

N
M1 M2

definiamo una 2-forma w = pjwi + psw2, che ¢ chiusa (perché dw = d(pjwi +
piws) = dpiwi + dpsws = pidwi + pidws = 0+ 0) e simplettica (perché w?™ =
(2 (piwn)™ A (p5w2)™).

e Piu generalmente, dati due numeri reali non nulli A, u, ogni combinazione linea-
re Wa,u = A -piwi + i - p5we rende M7 X Ms una varieta simplettica. Scegliamo
da ora in poi w1,—1 = W = piwi — piwa.

e Dato un diffeomorfismo ¢: M; — Mo, il suo grafico I'y, = {(p, o) |pe Ml}
¢ un sottoinsieme (una sottovarieta) del prodotto My X Moa.

Alla luce di tutto questo, si ha la seguente

Proposizione 1.3. Una applicazione liscia ¢: M; — M € un simplettomorfismo se
e solo se I', & una sottovarieta lagrangiana di (M; X M2, piwi — psw2).



Dimostrazione. T, & lagrangiana se e solo se il pullback di w via v,: p+— (p, ¢(p)) &
nullo: ma

Vo = Yopiwt — Vppawz = (P10Yp) w1 — (P2 0Yp) w2 = w1 — @ wa. -

Un esempio fondamentale di trasformazione canonica ¢ dto dal flusso di una campo
vettoriale su M: come & noto, il flusso ®x di un campo X su M definisce una
azione differenziabile (gruppo ad un parametro) di (R, +) sull’insieme dei punti di
M, in modo che resti definito un omomorfismo di gruppi R — Aut(M): t — %,
diffeomorfismo che manda p nel suo evoluto al tempo ¢, lungo I'unica curva integrale
v — X, soluzione del sistema differenziale

{WX(O) =z
ix(0) = X (z)

Hamiltoniane. Se (M,w) & una varieta simplettica, e H € C*°(M), il suo dif-
ferenziale ¢ una 1-forma su M: grazie alla non degenerazione di w, esiste un unico
campo vettoriale X tale che w(Xg,—) = txyw =dH.

Proposizione 1.4. Per ogni t € R, il flusso ®% preserva la 2-forma w, o in altre
parole ®% & un simplettomorfismo.

Dimostrazione. (®%)*w = w se e solo se %((@})*w) = 0; cido accade se e solo se
Lxw = 0. Ora pero grazie alla formula magica di Cartan, Lxw = dixw+ tx,dw =
ddH + 1x,,0 = 0. O

Un campo vettoriale come X qui sopra si dice hamiltoniano, di funzione hamilto-
niana H.

Un campo vettoriale X su M tale che Lxw = 0 si dice simplettico o localmente
hamiltoniano.

Ogini campo vettoriale lo ¢ (ovviamente) anche localmente. L’ostruzione a che
avvenga il contrario & in modo evidente un problema di tipo (co)omologico; tale
ostruzione ¢ misurata dalla classe di coomologia [txw] € Hig(M) (invariante di
Calabi di M). La situazione puo in effetti essere riassunta come segue:

Se X & un campo vettoriale sulla varieta simplettica (M, w), sono equi-
valenti le condizioni seguenti

e X ¢ localmente hamiltoniano;
o (PX)'w=w;
o Lxw= 0;

e ,xw € una forma chiusa.

Se uno di questi quattro casi si verifica, e se txw € anche esatta, X si
dice campo campo hamiltoniano; una qualsiasi primitiva di ¢xw si dira
hamiltoniana di X.



Si noti che la condizione txw = dH & equivalente a wy (X (z),v) = dH(z)-v, per ogni
x € M, v € T,M. Tale condizione espressa in coordinate canoniche (di Darboux) ha
una forma particolare che ora esprimiamo; se Xy = aiaiq_ + bia%, allora

ixpw = txy(dg Adp:) = (txpde) Adps — dgs A (txpdps) = aidp; — bidgi,

dunque tx,w = dH se e solo se a; = 2L ¢ b, = — 94

ap; ;.
(gf , —gTH) =E-VH = sgrad H (gradiente simplettico di H, pure se non & coinvolta

alcuna struttura riemanniana/metrica).

ossia se e solo se Xy =

Sul gradiente simplettico. La non degenerazione di w offre una identificazione
tra gli spazi tangenti (fibra per fibra, che & come dire un isomorfismo di fibrati) e
cotangente. Una tale identificazione permette di definire il gradiente simplettico in
modo analogo a come si definisce il gradiente scalare, come I'unico campo vettoriale
V' f tale che w(X, V" f) = X(f) per ogni campo X liscio su M (guardato agire sulle
funzioni f € C°°(M) come una derivazione).

Dunque un campo liscio X si dice hamiltoniano quando X = nabla’ H per una
certa funzione H € C*°(M). Anche la definizione locale si pugrifrasare in questo
linguaggio.

Proposizione 1.5. Un campo vettoriale liscio X su M ¢ localmente hamiltoniano se
e solo se ogni x € M ha un intorno aperto U tale che esita una funzione Hy per cui
X = V' Hy, ossia (prevedibilmente) se X ¢ hamiltoniano in un opportuno intorno di
ogni x € M.

Dimostrazione. La prova & costruttiva. Supponiamo che X sia localmente hamilto-
niano; allora < ((<I>tx)*w) = 0, e se scriviamo come vx (t) la traiettoria della curva
integrale di X nel punto z, nelle coordinate (A;, B;), allora

0= Sl (®) = 5 > dni(®) Adai(t) = S (Sdni) Adart
+3 dpin ( dqz)_Z<dd$)/\dqi++2dpi/\(d%>=
:ZdAZ/\dql-‘erpz/\dBZ:Z( 8A)/\dz+
v 32 (3 G+ 5 qk)=Z(Zﬁ;+%§f)dwdqi+

aAk 0B; 0B
+ Z <3qk 90 )qu Adg; + Z (8pk ~ o )dpz A dpg

Dunque devono essere nulli i coefficienti e
0A; _aBk. 0A;  0Ay 0B; _ 0By
apk qu ’ 8qk qu ’ apk apz‘ ’

O

La forma o definita da ( — Bidp; + Aidqi) ¢ quindi chiusa, e il lemma di
Poincare assicura che & localmente esatta; se H ¢ una funzione liscia definita su un
intorno U di z tale che o = dH, paragonando i coefficienti si ha

OH _ 1.
9p; Bi

OH _ A,
9a; — V' H=X



Teorema 1.1 : Una trasformazione canonica f: T"M — T* N muta campi vettoriali
hamiltoniani X, associati ad una hamiltoniana H: T*M — R, in campi vettoriali
hamiltoniani associati all’hamiltoniana K = Ho f~' = f.H: T*N — R.

Dimostrazione. La tesi equivale a dire che il diagramma

R

™\

T*M ¥ ST*N

¢ commutativo, o equivalentemente he se vx,wn = —dH, allora 175 (x )Wy = —dK,
con K = f,H. Tale tesi segue dall’osservare che per ogni v € TT*N, che si pud
scrivere come T f(u) per qualche w € TT*M, si ha
LX) WN (V) = (Vs b1 p (x g )WN)

= (Tf(Xu) AT fu,wn)
= (Tf(Xu Au),wn)
= (Xn Au, ffwn)

(

Xu A u,wnr)

—dH -u= —dH(Tfil(U))
= [ dH(@) = —d(f. H)(v). =

1.3.4 Costruire simplettomorfismi. . .
...twistando varieta.

Siano (X1,w1), (X2,w2) due varietd simplettiche, e indichiamo con M; = T* X; i loro
fibrati cotangenti. Nell’identificazione naturale

T*(X1 X XQ) = M1 X M2

anche il prodotto delle de varieta ha una struttura simplettica naturale; in particolare
la sua forma di Liouville & data da

0 = pi61 + p36-

dove p;: My X My — M, & la proiezione naturale. E evidente che la forma WM x Mo
¢ univocamente determinata ad questa scrittura, perché vale w = —df = .- =
piwi + prwa.

Definiamo una involuzione oa: Ma — M, tale che (z,£) — (x,—¢), e definiamo
o = idy, Xo2: M1 X My — My x M. Se @ indica la forma pjwi — psws & facile
osservare che c*w = w. Allora se Y C M; x M & lagrangiana rispetto a w, la sua tra-
sformata o(Y") lo & rispetto a @. Siha dunque che, per costruire un simplettomorfismo
M, — M> bisogna

e Partire con una sottovarietd lagrangiana in (M; x M, w);

e Twistarlo con la o su definita, per ottenere una s.v. lagrangiana oY in (M; x
M27 (:))7

e Controllare se oY éil grafico di un qualche diffeomorfismo ¢: My — Mo;
e Se lo &, & anche un simplettomorfismo (cfr. Proposizione [1.3]).



...con funzioni generatrici.

Ogni S € C*°(M; x M;) & una forma chiusa suX; x Xs. La sottovarietd lagrangiana
generata da S ¢€ il luogo

As = {((%,9),dS@ ) | (z,y) € X1 x X}

Se chiamiamo

deS = dS(s,y) proiettato su Ty X1 x {01y x,}
dyS = dS(s,y) proiettato su {Orxx, } x Ty X2

possiamo scrivere
As = {(z,y,d:5,d,S) | (z,y) € X1 x X2}

ol = {(x,y,sz, —dyS) | (=,y) € X1 x Xz}.

Con cio, l'eventuale diffeomorfismo ¢ di cui cAs ¢ il grafico ¢ detto generato da S,
che ¢ detta funzione generatrice di ¢.
Quando Ag € davvero il grafico di qualche p? Se la condizione essenziale € che

90(:1:75) = (y777)7 cioe £ = daLSa n= _d’yS

¢ evidente che per trovare 'immagine di (z,&) mediante ¢ si dovranno risolvere le
equazioni di “Hamilton—Jacobi”
E= o5
- Oz
_ _os
= "%y

Se esiste una soluzione y = ¢1(z, &), possiamo ottenere n = p2(x,§): averla trovata
pero sottintende il ricorso al teorema delle funzioni implicite, e quindi alla condizione
per cui

g 0S

condizione che, almeno localmente, assicura la risolvibilita del problema.

1.3.5 Teorema di Maslov-Hormander.

Consideriamo una famiglia di funzioni W: M x U C M x R* — R dipendenti da una
k-upla di parametri u = (u1,...,ux).
Indichiamo con F = {(q,u) € M x U % = 0}. Se 0 & un valore regolare di %

(ossia se d%—&v ¢ una matrice di rango massimo su E),

rk (d%Y) =1k (g;gg

2w\ _
8g8£) - k’

allora {W: M x U — R}ucu ¢ detta famiglia generatrice o famiglia di Morse.



Teorema 1.2 [MASLOV-HORMANDER]: Sia W: M x R¥ = R: (gi,ua) — W (g, ua)

una famiglia di funzioni dipendenti dai parametri ua = (u1,...,ux), €
oW oW
* k . . j— . P— .
A={(q,p) € T"M | Jus € R": S5 (@ir1a) = 0; o =pi}

Supponiamo che 0 sia un valore regolare per la mappa (q,u) — %—Vf(q, u), ossia che

. (82W *wW

Suda m) = k( massimo).

Allora A & una sottovarieta lagrangiana di 7" M.
Viceversa, se A C T*M ¢ lagrangiana, e Ao € A, scrivendo 7 o 5 la mappa

A "M ul M
A (q(A), p(N)) —— q(N)

essa ¢ anche il luogo dei punti

ow ow

per qualche W: M x R* = R, k = dim M — rk(d(m o j)|x,)

Dimostrazione. Le equazioni

{%Vf(qz',m) =0 (4:1,.“,16)

S¥(gi,ua) —pi =0

sono quelle di una varieta A di dimensione n: infatti considerando il rango del loro
differenziale si ha la matrice (n 4+ k) X (2n + k)

’wW g W
9qou Oudu | __

rk BSW I 92w —n—|—k
9q0q n Oudq

perché il rango della colonna di destra & massimo per ipotesi, e quello della centrale
e n.
Dunque A & una varieta di dimensione

2n+k)— (n+k) =n.

variabili rk del diff.

22w | 92w
Oudq | Oudu

funzione delle (¢, p;), ua = ua(g:,p;) non appena (gq,p,u) sta in A. Cio significa
che A ¢ il grafico in T*M di (¢,p) — u(q,p), ed & dunque una vareta di dimensione
n = dimA.

La condizione rk( ) = k dice che le variabili ua si possono esprimere in



Ora mostriamo che j*w =0, per j: A — T*M.

Lk 6W aqz‘
0 = p;dg; = i
J picd Aq; ON; 7
= aa—l/;/%d)\ + 0 nella comoda forma %—T%d)\
o}

= S (W@, p(), u()) A
=dW = j'w=dj"0=0
(misteriosamente glissando sul fatto che %—V: ¢ sparito senza ragione).
Viceversa, se A ¢ lagrangiana, sia

8q¢
N,

k=r1k(d(moj)|x,) =n—k=rk

Si noti che j: A — T*M ¢ una immersione, dunque il suo differenziale ha rango
massimo n.

Se sottoponiamo A = % a decomposizione polare, possiamo scriverla come R1S,
dove R1 € SO,(R) e S & una matrice simmetrica (questa scrittura pud non essere
unica). Definiamo Ry come la matrice ortogonale che diagonalizza S: R5SRs = D,
diagonale (eventualmente con 'autovalore zero e quindi qualche zero in diagonale).
Allora D = R1 ARy, dove Ry = RLR: e Ry = Ra.

Ora trasliamo ¢ = qo in ¢ = 0, e operiamo una trasformazione canonica

¢ = Riq

p'=Rip=R;'p
Su A facciamo la stessa cosa traslando Ao in A = 0, e consideriamo il cambio di
coordinate A’ = R5\. In altre parole consideriamo la composizione

‘R Rq-

A=A M =M
. N .. . aq’ .- . aq' 9q O\ __
(dove la freccia centrale ¢ la composizione 7 o j) nella quale 5% si scrive By DA DN =
R1AR> = D diagonale. Dopo aver mostrato che le coordinate si possono scegliere in
modo tale che % sia diagonale, e dopo averlo fatto, continuiamo a chiamare ¢, p, A le

variabili. )
9q
Si noti che dj|o € la matrice 2n x n fatta da (g; ) Scriviamola come segue

OX
supponendo di avere riordinato gli indici per avere tutto I’autospazio nullo di A in

alto, e ammettendo come convenzione che gli indici latini maiuscoli viaggino tra 1 e
k e quelli greci minuscoli tra k + 1 ed n.

o® oL,
oY, b
o4 .



Proviamo che 224 & non degenere, provando che lo & 22« (la tesi segue dal fatto che
ERYS ) oXa
djlo deve avere rango massimo).
Ricordando che se A ¢ lagrangiana, w|y = 0, si ha

8p¢ aqi api aqi

0=dping = 55 55"~ an. O

esel=A,m=_[siha
Opp 9qp | Opa 94a _ Opp Oqp _ Opa 9qa

OAa Ohg  OAaOdg  ONgOAa  ONgOra

Ora, ricordando che

quB/; =0 (sta in Q);
a(ﬁl N . .
—— ¢ la parte diagonale non nulla di A;
oY
gzi =0= ZL)\‘; (stanno in OOV e #);
la relazione precedente si semplifica in
Opa 0qa
OAa ONg
che implica (dato che % & non degenere) la tesi voluta.

Allora A si parametriza con le coordinate (qa,pa), dette coordinate focali.
Ora, j*0 & chiusa (dato che A & lagrangiana), dunque ¢ una forma localmente
esatta. Allora esiste una funzione F'(¢,pa) tale che

70 = pidgi|an = padga + padga = d(paga) — gadpa + padga = d(pAQA + F(qa,pA))

ossia 88TF = Da, (%Z = —qa. Definiamo W come la funzione
(qi,ua) = F(ga,ua) +qa - ua.
Allora
ow
PA= uy = UA
PN F
—gx =0 perché e —aapA +qa = 0;

Verifichiamo che rk(gig‘; gig'z) = max: ¢ sufficiente scrivere

’Pw ( IPW | W )

Ouadq;i  \Ouadgp | Ouadqa

o*w  9F
Ouadus  OpaOps
Allora
PW | O*W O’F 0*F 0°F
o )om(w ZE | PF Y g
0ua0qp | 0ua0qa | OpaOpp 0padqa | Opadps

[22]



1.4 Chiacchiere di tipo fisico.

Fissata una hamiltoniana H: T*M — R chiamiamo equazione di Hamilton—Jacobi
relativa ad H la seguente PDE, nella quale l'incognita ¢ una funzione ¢ — S(q), tale
che

HodS=0
1 (q.55) = 0(+)
(una semplice ridefinizione di H porta ad includere anche il caso H (q, %) = e in

(%))-

Osservazione. Se g — S(g) ¢ una soluzione ad HJ, 'immagine del differenziale di S
& una sottovarieta lagrangiana contenuta in H(0) (o H (e) nel caso generale), che
¢ trasversale alle fibre di M.

Una soluzione geometrica ad HJ consiste di una sottovarieta lagrangiana A C
H*(0); il luogo dei punti dove la composizione jornr: A < T*M — M ha una caduta
di rango ¢ detto ciclo di Maslov della varieta; nell’ambito dell’ottica geometrica tale
luogo prende il nome di caustica associata alla soluzione geometrica.

Nel caso di ua hamiltoninana H dipendente dal tempo avremo una equazione di
Hamilton—Jacobi dipendente dal tempo:

H:T"(MxR) =R
(t,q;po, p) — po + H(t,q,p)

per cui I’equazione HJ ha la forma
. as as
HodS=0; 8t+H<t7q’8q>

Vale il seguente

Teorema 1.3 : Se A C H“(0) & lagrangiana, il campo vettoriale hamiltoniano
associato ad H gli & tangente.

Dimostrazione. Ogni vettore v € ThA & anche tangente a Tj,)H ™ (0), data I'ovvia
inclusione A < H* (0) che diventa inclusione degli spazi tangenti. Percio v € ker dH,
dunque dH (§(\))v = 0, ossia (Xg Av,w) = 0 per ogni v € Th\A. Allora Xy € Ty A =
T\ A (per lagrangianezza). O

Integrali completi per HJ. Data un hamiltoniana H: T*M — R cerchiamo
una trasformazione canonica che elimini i momenti, ossia una t.c. T"M — T*N >
(¢',p") che mandi H(q,p) in K(q'). Tale trasformazione sara generata da una funzione

S(g.4),
H(q, % (a, q’)) = K(q')
che viene detta integrale completo relativo all’hamiltoniana H. La funzione S(—) &

928 . . PN
tale che rk 5== =n (il massimo), dunque la varieta

Ay ={@p e M |p= %)}



¢ parte di una foliazione lagrangiana di T M, ossia di una partizione T* M = H
localmente diffeomorfa alla foliazione standard di R™ in k = dim A,/-piani.

q'eN Ay,
La condizione sul rango di % assicura che tutte le A, sono trasversali alle fibre
della proiezione mas.
Il Teorema di Jacobi afferma che in presenza di un integrale completo all’equazione
di Hamilton-Jacobi, l’equazione differenziale & = Xpu(z),tx,w = —dH pud essere
risolta per quadrature.

Dimostrazione. Se disponiamo di S(q,q’), possiamo definire una trasformazione ca-
nonica

p— 85 .
p - aq El
. 8S
=3¢
2
e per le condizioni sul rango di % possiamo invertire la seconda riga in ¢ = q(¢’, p’),

e da qui trovare anche un’espressione a p = p(¢’,p’). Le equazioni di Hamilton
diventano allora

H(q(qd',p"),p(d',p")) = K(d')
=0

VA IOK OK 1
p — T8¢ __3q/q0

q(tq0,p0) = a0 P'(t:40,p0) = — 95 (a)t + po

1 _ OK
q—ap/

Cio risolve completamente i moti, perché ora si risale a (q(t), p(t)) per inversione. [

1.4.1 Problema di Cauchy classico.

Sia M una varieta fissata. Il problema di Cauchy relativo ai dati iniziali {j: ¥ —
M,o: ¥ — R} consiste nel determinare una funzione liscia S: M — R tale che

HodS=e
{ j*S=o0
(si osseri che la prima condizione significa che localmente H(q, %) =e.)
La natura geometrica della soluzione al problema HJ ci porta a considerare ’e-
ventualita di formulare geometricamente la soluzione al problema classico di Cauchy.
Partendo da X e o costruiamo la sottovarieta lagrangiana dei dati iniziali

Lyo = {p €eT*M | do(v) =p(TJ(v)), veTL mm(p)= TM(U)}

Il problema iniziale si puo allora enunciare come segue

Sia Ls » la varieta dei dati iniziali di un problema di Cauchy relativo a
3., 0. Si vuole trovare una sottovarieta lagrangiana connessa A C T M
tale che

A C H" (e); (4)
TI’A/I(AQLEJ) = 3. (ZZ)



Definizione 1.8 : Definiamo la varieta Aén_l) = H"(e)NLx,,. Se essa & trasversale
al campo hamiltoniano Xy (ossia per ogni z € A(()n_l) si ha X (z) ¢ TJ;A(()"_I), ossia
le linee di flusso di X g sono trasversali a Aénil); si veda la figura sotto) i dati si
dicono non-caratteristici.

P, (Ao)

Teorema 1.4 : Se i dati sono non-caratteristici, la soluzione al problema di Cauchy
geometrico esiste ed ¢

A= UtGR (I)B(H (Aéﬂil))'

Dimostrazione. Le curve integrali del campo hamiltoniano Xy giacciono tutte all’in-
terno dell’ipersuperficie di livello H (e) (questa & linterpretazione geometrica del
fatto che il sistema hamiltoniano definito da Xy ha sempre almeno una costante del
moto, ’hamiltoniana stessa), dunque ¢ immediato notare che A & anch’essa contenuta
in tale ipersuperficie e soddisfa alla condizione (ii) sopra.

Il resto della prova consiste nel mostrare che A € lagrangiana. Si osservi che per
ogniz € Aesisteunt e Reuny € Af)"_n tali che ®% (y) = z. Si osservi anche che
T, A pud essere ricostruito come

T.A=T, (<I)tXH (Aé"_l))) @ span {Xu(z)}

e che il flusso ®% > in quanto diffeomorfismo dello spazio delle fasi, agisce diffeomor-
ficamente anche su A, e manda curve non caratteristiche in curve non caratteristiche,
dato che

T, (Xu(y) = Xu (P, (v) = Xu(z).

Questo si nota sviluppando in due modi % s:oq)?; (y)

d s d s
Tolo X () = - (P, 0 0%, (v) = TP, (v)
d s
L) 00 = Xa (9%, ).



Dobbiamo ora provare che w|px = 0. Data la particolare natura di Tp A, questo & vero:

e Se v1,v2 sono due vettori in span { X (x)}, ovviamente w(vi,v2) = 0, dato che
essi sono linearmente dipendenti.

e Sevespan{Xpy(z)} eueT, (CIDE(H (A(()”_l))), si ha
w,u) =w(aXg,u) = —adH(z)u =0

dato che u € kerdH (lo spazio tangente in = ad H (e) si identifica per noti
motivi al nucleo di dH(x)).

o Genericamente allora

w(ut,u2) = w(TP%, u1, TO% , t2) = (TP, ) w(t, t2) = w(u1,U2)

per due vettori wi,us in Ty_q,_t (I)A(()n_l): ma ora w|A<n,1) = 0, perché
Xy 0

Ag"_l) =H"(e)NLs, e Ly, ¢ lagrangiana. O

Supponiamo ora che la varietd di partenza sia lo spazio-tempo M = R x RY e

poniamo n = N + 1. Consideriamo una hamiltoniana del tipo

H(t,q,p0,p) = po + H(t,q,p)

dove ¢ = (q1,-.-,qn), » = (P1,...,Pn) € po ¢ il momento coniugato al tempo ¢. 1l
problema HJ in questo setting si riscrive con le equazioni

— : as as
HodS =0, ie. 25+ Htq, 87)
e col problema geometrico di trovare una s.v. lagrangiana associata ai dati iniziali

Y RxRY: x— (t,x)
c: X = R:x—o(x)

A certe ipotesi topologiche, la soluzione A al problema geometrico si pud parame-
trizzare grazie a una famiglia di Morse, in qualche aperto semplicemente connesso
U C A, che non contiene punti singolari (ossia, come altrove, trasversale alle fibre di
mar) e tale che per ogni & € U, tutta la linea di flusso che va da y = (®%,,) "' (z) ad
x sta in Up. Up ha la struttura di una “striscia”

Un=[J o&ln).

tefto,t1]



La funzione desiderata (che per essere una famiglia di Morse e una soluzione ad HJ
geometrico allo stesso tempo, deve esserepriva di parametri) sara una primitiva della
1-forma di Liouville 0|4.

Ora, 0|p = j*0 & chiusa, perché A & lagrangiana, e dato che U, & semplicemente
connesso ¢ anche esatta, e una sua primitiva (a meno di una costante additiva) si
ottiene integrandola su un opportuno cammino . Per come & stato scelto Uy, per
ogni x esiste un solo y € AY tale che ®‘(y) = z. Il punto y si scrive come

y = (to,x; —H(to, x, 32), %%)

Indichiamo con 7 (T,q(r); —H(7,q(7,x),p(1, X)), p(T, X)) la curva che unisce y e
x, e risolve le equazioni di Hamilton.
C’¢ ancora qualcosa da dire!

1.4.2 Calcolo delle Variazioni.

Trasformata di Legendre.

Sia M una varietd di dimensione n (per semplicitd pensiamo a M = R™). Conside-
riamo una lagrangiana

L:RxTM — R
(t,q,4) — L(t, q,9)

La funzione L(—) si dice C*-uniformemente §-convessa se per ogni (t,q,q) esiste un
k > 0 tale che
L

' 04:0q;
per ogni A = (A1,..., ;) € R™\ {0}, ossia se 'hessiana di L(—) ¢ definita positiva e
il valore A - Hess(L)A > k|A|?. Denotiamo questa situazione dicendo brevemente che
L(-) & g-uc.

Se questo ¢ il caso, la posizione

N> kAP

0L . ;
piIZBTJi(t,q,q) Yi=1,...,n
definisce un diffeomorfismo globale R x TM — R x T*M detto trasformata di Le-
gendre di L(—). Esso lega le equazioni di Lagrange relative ad L(—), & g; = g{f

(i = frm[o]——dots,n) alle equazioni di Hamilton
_ 0H
4= B,
._ _oH
=27



relative alla funzione hamiltoniana H(t,q, p) = sup, (q -p— L(t,q, q))

La variabile ¢ & pensata funzione della terna (¢, ¢, p), e pitl precisamente & 'inversa
globale di p: (¢t,q,9) — p(t,q,9), 4(t,q,p). Se, per evitare confusioni, chiamiamo
(t,q,p) — S(t,q,p) tale inversa,

H(t7q7p) =p- S(t7Q7p) - L(t7Q7S(t7qap))

Si puo caratterizzare piu geometricamente ’operazione di trasformata di Legendre,
partendo con una funzione convessa f(—) (ossia tale che /(=) > 0) di una variabile
(la generalizzazione & semplice), e per ogni p fissato considerando la retta v = pu nel
piano uv, e la distanza (in verticale) tra tale retta e il grafico della funzione p-u— f(u).
Grazie all’ipotesi di convessita esiste un unico u che massimizza questa distanza, e
ciot¢ u: f'(u) = p. Tale u quindi puo essere pensato come I'immagine di una funzione
p — g(p) = u, tale che f'(g(p)) = p. Questa g(—) ¢ esattamente la trasformata di
Legendre di f(—).
Dalla definizione “analitica” di H(—) segue la disuguaglianza

¢g-p<L+H

detta disugugaglianza di Young (ancora una volta L(—) & funzione di (¢, ¢, p) mediante
q=S(t,q,p))

Teoria di Poincaré—Cartan.

Sia M la varietd spaziotempo M x R (se come prima M = R", M = R"*!). Le
coordinate su M si scrivono (t,q; o, p) in modo che po sia il momento coniugato al
tempo.

La 1-forma di Liouville che definisce su 7" M una struttura simplettica si scrive
allora

ezzpi-dqi—‘y—podt

e la 2-forma canonica w = d# si scrive
w = dei A dg; + dpo A dt.

Si ricordi, per fissare le notazioni, che una sottvarieta lagrangiana di T*M & una
varieta A tale che dim A = %dim]\;! ei*w=0,sei: A CT*M & linclusione.

Un campo vettoriale X su M si dice poi hamiltoniano se la 1-forma txw & esatta.
Una sua primitiva H(—) si dice hamiltoniana del campo vettoriale X.

Consideriamo nel seguito hamiltoniane della forma particolare

H(t,q;p0,p) = po + Ho(t,q,p)

Le equazioni di Hamilton relative ad una tale H si scrivono

. 8H0 . 8I'IO
t = = 1 pO = —

8570 ot
. _ OHo . __0Hg
&= 8pi pi= qu ’

Inoltre, consideriamo sottovarieta lagrangiane di T*M dentro H(0), ossia delle A C
T*M tali che po = —Ho(t,q,p).



Teorema 1.5 [POINCARE-CARTAN]: Sia A C T*M una sottovarietd lagrangiana
di dimensione n + 1 in H*“(0). Se Pi, P sono due punti di A e (t1,q1), (t2,q2)
rispettivamente le loro proiezioni da T*M a M, 1,72 curve omotope da P a P> i
cui supporti stanno in A. A tali ipotesi

/ pdq — Hodt = / pdg — Hodt
Y1 Y2

(su H(0) & come dire f’Yl 0= f,m 0).

Dimostrazione. (I supporti del)le curve 71 e 72 sono varietd cobordanti in M A, ossia
esiste una sottovarieta o di dimensionme 2 che ha per bordo v U7z (72 € percorso in
senso opposto). Essendo tale o contenuta in A, df|, = 0, dunque

0:/d9:/9:/ 9:/07/9. O
o 9o Y1Uv2 Y1 V2

Punti coniugati.

Vogliamo trovare una A C 3% (0), lagrangiana, contenente il rialzamento a T*M di
una curva ¢(—) che stazionarizza il funzionale di azione (e quindi potrebbe essere un
minimo). Vorremmo anche che tale + sia trasversale a M (=alle fibre della proiezione
m: T*"M — M).

A tale ipotesi m(A) & un intorno aperto (diciamo U) della curva t — (t,¢(t)) in
M =R"

L’idea &: rialziamo varie curve giacenti in U che hanno gli stessi estremi di (q(¢), t)
a delle curve {v; } giacenti in A. La disuguaglianza di Young e il Teorema di Poincaré—
Cartan proveranno allora che ¢(—) minimizza il funzionale di azione J[—].

Siano allora [to, t1] 'intervallo di definizione di g(—) e

p(t) = ‘Z—j - %L(t,qu),q(t»

e t— (t7q(t); 7H0(taq7p)ap(t))'

Abbandonando (per alleggerire la notazione) la distinzione tra variabili spaziali e
temporale, scriviamo x(t) = (q(t), p(t)) = (¢, q1(t), - - -, gn(t), po(t), p1(t), .. -, Pn(t)).

Definiamo una sottovarieta lagrangiana con una parametrizzazione della forma
seguente: (t,v) € [to, t1] x B(0,1[— R>" 2 z(t) + f(t,v), dove f: [to,t1] x B(0,1[—
R?" & tale che f(t,0) = 0 per ogni t €to, t1].

Una siffatta parametrizzazione deve essere tale che

o ¢t +— x(t) + f(t,v) risolve le equazioni di Hamilton per ogni v fissato;

o t — x(t) + f(t,v) sia trasversale alle fibre di 7: T*M — M per ogni v fissato.

La prima condizione si traduce nella richiesta che per ogni v fissato

d

pr (m(t) + f(t,v)) =E-V.Ho(z(t) + f(t,v))

Queste equazioni si linearizzano nel modo che segue: nell’espressione che definisce A
attorno al punto z(t), sostituiamo v con Av, definiamo h(t,v) := %hzof(t, Av) e



deriviamo in A\ ambo i lati nell’equazione appena scritta. Si ha

d ., Of\ _0h _dh
b+ 5) ~ @ =t
E% Ve (a(0) + 1t 30) =

EV. Ho(2(t) + £(t, 0))%@ + f(t,v) =EVioHo(x(t) + £(£,0)) - h(t, v);

| h=EV2, Ho(2(t)) - ht,v)]

p(t)+P(t)
Q(t,0) =0 = P(t,0) per ogni t, la condizione di trasversalita alle fibre di T*M — M
consiste nel chiedere che il rango del differenziale di (¢,v) — (¢, ¢(t)+Q(t)) sia massimo
lungo la soluzione z(t). Cid pero equivale a dire che

Se la parametrizzazione cercata si scrive z(t,v) = z(t) + f(t,v) = (q<t>+Q(t)), con

1 0 oQ
det 50 | = det — 0.
¢ <* 68(3) ¢ ov =0 ;é
Se le condizioni iniziali del problema non lineare sono
Q(to,v) =0 P(to,v) =v

quelle del problema linearizzato sono (per h(t,v) = (hq(t,v), hp(t,v)))
hq(to,v) =0 hp(to,v) = v.

La trasversalita & equivalente a chiedere quanto segue: il problema linearizzato h(t, v) =
Ah(t,v) ha soluzioni mai nulle nelle ¢, per ogni scelta di v # 0 in B(0, 1], ossia
%—%(t, 0)v # 0 per ogni t €]to, t1[ e v # 0.

Se il punto go & l'unico in cui la soluzione hq(t) del problema linearizzato si
annulla, la traiettoria supporto di ¢(—) si dice senza punti coniugati. Se invece accade
il contrario, in un punto ¢(t*), quest’ultimo si dice coniugato a qo = q(to).

Possiamo formulare il seguente

Teorema 1.6 : Sia L: R x TM — R: (t,q4) — L(t,q,¢) una lagrangiana C>-
uniformemente ¢-convessa. Definiamo 'insieme delle curve a estremi fissi nell’inter-
vallo I = [to, t1],

L1, q0,q1) = {t = q(t) € C*(I,R™"") | q(to) = qo, q(t1) = a1 }

e il funzionale d’azione
I D) - R o) > [ Dieato, o)
I

Se g(—) & una curva che stazionarizza J[—], ed & priva di punti coniugati, allora & un
minimo locale di J[—].

Dimostrazione. Partendo da t — g(t) esiste una e una sola curva (g(—),p(—)) rial-
zamento di T"M, a supporto contenuto in H(0) per I'hamiltoniana H = po +
Hp.



L’assenza di punti coniugati equivale alla trasversalita rispetto alle fibre di : T* M —
M, grazie alla quale possiamo definire una sottovarieta lagrangiana A tale che m(A) =
U sia un intorno aperto di (¢, ¢(t)).

Se g(—) & un’altra curva qualsiasi in I'(I, go, q1), il cui supporto & contenuto in U,
anche g(—) ha un unico rialzamento in T* M, il cui supporto sta in A. Si ricordi la
disuguaglianza di Young, per cui ¢ -p < L(t, q, q) + H(t, ¢, p): 'uguaglianza vale se e
solo se le variabili sono correlate da una trasformata di Legendre. In tal caso

/pdq—Hodtz/L(uq,q)dt /pdq—HodtS /L(t7q7 g)dt.
o ol ¥ i

Ma il teorema di Poincaré—Cartan dice che

/pdq — Hodt = /pdq — Hodt
y v

dunque

t1
J[q]:/ L(tyq,q')dt:/pdquodt

to Y

:/pdq—HodtS/L(t,q,é)dt:J[(ﬂ- O
. )

5

1.4.3 Crash Course di Coomologia di de Rham.

M & nel seguito una varieta liscia. Ancora, superate le definizioni di base, per tutto
quanto € citato nel seguito e necessita di una dimostrazione, si rimanda ad un qualsiasi
libro di topologia algebrica e/o geometria differenziale.

Definizione 1.9 : Una forma differenziale w: M — /\k(M) si dice chiusa se dw =0
(d e il differenziale esterno). Si dice esatta se esiste una (k — 1)-forma 7 tale che
w =dn.

Ogni forma esatta ¢ chiusa, dato che dd = 0.
Si faccia il pullback p*w(r, #) della forma (definita sul piano bucato)

rdy —ydzx

w(‘rvy) = 1’2+y2

con le coordinate polari x = p1(,0) = rcosf, y = p2(,0) = rsinb, e si calcoli la
derivata esterna (deve venire la forma angolo df, chiusa ma non esatta).
Le k-forme esatte sono un sottospazio vettoriale By dello spazio delle k-forme
chiuse Z, a sua volta sottospazio di (M) (si verifichi che sono sottospazi).
Definiamo il k-esimo gruppo di coomologia (di de Rham) come

o ker(d: Qp — Qk+1)
o 1m(d Qk,1 — Qk)

Zy /By, = H*(M)

La corrispondenza che manda una varieta nel suo k-esimo gruppo di coomologia ¢
un funtore: si definisca 1’azione sulle mappe di varieta lisce f: M — N (si deve usare
il pull-back di f, f*: Qr(N) — Qx(M)).



Due mappe di varieta f,g: M — N si dicono omotope se esiste una applicazione
R-lineare h: Qi (N) — Qi (M) tale che

doh+hod=g"—f"

Si dimostri che mappe omotope in senso topologico sono omotope in questo senso
e che mappe omotope inducono la stessa coomologia in ogni grado (la relazione che
definisce ’essere omotope implica che (f* — g*)w € ker d per ogni w).

Definizione 1.10 : Un complesso di cocatene consiste di una famiglia di spazi vet-
toriali X,, e applicazioni lineari d,: X,, — X,41 tali che d,, o d,—1 = 0 per ogni
n.

Definizione 1.11 : Una mappa di cocatene tra i complessi (X, dx) e (Y, dy) consiste
di una famiglia di applicazioni fn: X, — Y,, una per ogni n, tali che do f =
f od: Xn — Yn+1.

Definizione 1.12 : Una sequenza esatta corta di complessi di cocatene consiste di
una famiglia di sequenze esatte 0 — A,, — B, — C), — 0, una per ogni n. Si indica
con0—-A—-B—=C—=0.

Lemma 1.1 : Data una sequenza esatta corta di complessi come sopra, 0 — A —
B — € — 0, esiste una sequenza esatta lunga in coomologia, ossia una mappa
§: H" (@) — H™(A) tale che la sequenza

s HYTYE) S HY(A) — HY(B) — H™(C) 2 H'"™ W (A) — -

Sia M una varieta liscia, U, V' due suoi aperti. Si considerino le inclusioni k : U C
M, l:VCM,i:UnNnV CU,j:UNV CV. Queste mappe ne inducono altre
in coomologia, e coincidono con le restrizioni delle classi nei gruppi di coomologia ai
sottospazi U, V,UNV. Definiamo k* @ 1" : Qp(M) = Q(U)®%(V): w = (K*w,l"w)
ei" — 7 Q(U)®Q%(V) = QUNV): (w,n) — i"w — j™n.

Lemma 1.2 : Esiste una sequenza esatta

2 mh o) 8 gR oy e HF (V) S YU N V) S B (M) -

Proposizione 1.6. Se M & una varietad connessa, H°(M) = R. Si dimostri questo
fatto ricordando cos’é¢ una O-forma definita su M.

Proposizione 1.7. Se U C M ¢ un aperto semplicemente connesso, Hk(U) = 0 per
ogni 0 < k < n.

Proposizione 1.8. Se M ¢ una varieta di dimensione zero, fatta da un insieme
discreto di punti, H(M) = Ha c4 R, dove A ¢ un insieme della stessa cardinalita di
M.

Il lemma di Mayer-Vietoris permette di svolgere la maggior parte dei conti nel

computare i gruppi di coomologia di varieta (per esempio le sfere, i tori, i tori
generalizzati, etc.).



Coomologia Relativa. Definiamo la coomologia di de Rham di X relativamente
alla mappa f: Y — X (o relativamente a Y attraverso f: X — Y) nel modo che
segue.

Definiamo il complesso

() = (X, Y) = 2 (X) & (V)
dotato del differenziale df: Q" (f) — Q"1 (f) definito da
ds(w,0) = (dw, f*w — dO)
Si verifichi che con questa definizione d o d = 0 e dunque
0=Q°(f) = Q' (f) = ... = Q ()= Q(f) =0

¢ un complesso di cocatene.
Definiamo grazie a questo fatto i sottospazi

B'(f) :=imd};"!
Z"(f) := ker d}

e I'r-esimo gruppo di coomologia relativa come il quoziente H" (f) := Z"(f)/B"(f)-
Una classe di coomologia in Q°(f) ¢ rappresentata da una forma chiusa su X che
diventa esatta quando viene “tirata indietro” a Y; C’e una semplice interpretazione
geometrica di quello che accade?
Per definizione disponiamo di una sequenza esatta

0 Q' (V) S (f) S a(x) =0

dove a: 8 — (0,6) e f(w,0) = w. Si dimostri che df o @ = —a o dy, e si tro-
vino omomorfismi di spazi vettoriali coker(—dy) — ker(—dy), cokerd; — kerd; e
coker dx — kerdx. Grazie al Lemma del serpente, ora, & possibile dedurre la presenza
di una sequenza esatta lunga

HTYY) S H(f) > H' (X)) S H(Y) = -

Si mostri che se Z C Y C X e se si chiamano, rispettivamente, i: Z - Y, j: Y - X
le inclusioni, allora esiste una sequenza esatta

H* (i) S5 H*(j o) L H*(j)
ossia per ogni grado r > 0 esiste una sequenza esatta H" (i) LA H"(joi) 2 H™(j)
tale che im4* = ker j*.
Dalla funtorialita di H®(—, —) sulle coppie di spazi, dove gli isomorfismi (X,Y, f: YV —
X) = (X,Y',f: Y — X') sono definiti come coppie di omeomorfismi X — X',
Y — Y’, discende naturalmente il

Corollario. Se f: (X,Y) — (X’,Y’) & un isomorfismo tra coppie di spazi, allora
HY,X)~2 H(Y', X") (come gruppi abeliani, o meglio R-moduli graduati).

Corollario. Se una coppia di spazi (X,Y’) & tale che esiste un diffeomorfismo f: Y —
X, allora H*(Y, X) = (0).



Per provarlo & sufficiente applicare il corollario precedente a

y Lo x
fl
X— X

Teorema 1.7 : Siano Z C Y C X tre spazi topologici, e i: Z C Y, j: Y C X le
inclusioni canoniche. Allora la sequenza

H*(X,Y) —" H*(X,Z) —L— H*(Y, 2)

(Una dimostrazione sta in Bott-Tu, Differential Forms in Algebraic Topology).
La coomologia di de Rham relativa gode delle proprieta di una teoria coomologica
nel senso di Eilenberg e Steenrod: in particolare si verifica la proprieta di escissione
Data una coppia di spazi (X, A) e un aperto U C X tale che U C int A,
I'inclusione (X \U, A\U) — (X, A) induce un isomorfismo H, (X \ U, A\
U) > Hp(X, A) per ogni n > 0.
e l'invarianza per retrazione (si ricordi che un sottospazio Y C X & una retrazione di
X se esiste una mappa continua, inversa sinistra all’inclusione canonica, r: X — Y
tale che 7|y = idy ), nel senso che se X’ C X, Y’ C Y sono retrazioni dei due spazi,
HY,X)2HY' X').
La teoria di Lusternik e Schnirelmann fara un pesante uso della coomologia di de
Rham relativa.

1.4.4 Teoria di Lusternik—Schnirelmann.

Sia come al solito M una varietd liscia, ed f € C?*(M). Consideriamo questa
condizione sulla coppia (M, f):

Definizione 1.13 : La coppia (M, f) & Palais-Smale se ogni successione (z,) C M
tale che

@) [f (@)l =0 (i) [flan)] < K
ammette una sottosuccessione convergente.
Si noti che ovviamente se M & compatta (M, f) ¢ Palais-Smale per ogni f €
C*(M).
Ora, se (M, f) & PS, M non compatta (per esempio M = R"™), si ha la seguente

Proposizione 1.9. Se (X, f) & pS per ogni scelta di a < b, I'insieme L = Crt(f) N
/< la,b] dei punti critici di f in f“[a,b] & compatto.

Dimostrazione. Si mostra che ¢ chiuso e limitato. O

Si ricordi ora che M si puo dotare di una struttura riemanniana g (Teorema di
Whitney), che definisce una coppia di isomorfismi, uno inverso dell’altro,

LTTM = TM: G Y g"¢;
b: TM — T*M: UiHZgijUj



(¢~ indica l'inversa di g nelle coordinate di T M).

Definiamo allora il gradiente di una funzione liscia f come I'unico campo vet-
toriale Vf := (df)¥, (Vf) = g9 86f. Definiamo infine l'insieme di sublivello di
f € C*(M,R) come

M“:{w6M|f(x)§a}

E chiaro che il bordo dell’insieme di sublivello M contiene f* = f< {a}.

Teorema 1.8 : Siano a < b due reali. Se f € C?*(M,R) non ha punti critici in
MP\ M*®, allora M® = M?® (equivalentemente: H®(M?®, M*) = (0)).

Dimostrazione. Mostriamo che tra i due esiste un diffeomorfismo, e la tesi seue dalla
proprieta di funtorialita di H®(—).

Definiamo il campo vettoriale Y su M scegliendo due intorni aperti A; C A2 di
MP®\ M® in M tali che in cl(A3) V£ & un c.v. mai nullo. Allora definiamo

— \vvff((f))\g x € clA,
Y(z)=qY,(x) € A\ A
0 re M \ As
. . 2 N . wevl ”
in cui |Vf(z)|; = 1/9:(Vf(x), Vf(x)) e Y, & un campo vettoriale che “C"-connette

il versore gradiente a zero. (E un uso del Lemma di Urysohn, che afferma che dati
due chiusi disgiunti cl(A1) e M \ Az si pud definire una funzione n € C°°(M) che
assume valore 1 nel primo insieme ed ¢ nulla nel secondo.)

Il flusso del campo cosi costruito definisce il diffeomorfismo che cerchiamo; in
effetti per ogni x € Ay

d

D 5@ (@) = A (Y@ @) = dfag, (~ sy ) =~ 10

w7F ) = T

in modo che f(®% (2)) = f(x) —t, e dunque f(®5 “(x)) —a = ( ) — b, di modo che
@Y ¢ il diffeomorfismo cercato: se x € M & tale che f(x) b <0, allora y = ®% ()
etalechef()fago O

Corollario. Supponiamo che, per caso o fortuna, H®(M®, M®) # (0); allora quanto
appena mostrato prova che in M° \ M* esiste almeno un punto critico di f.

Definizione 1.14 : Per ogni oo € H*(M®, M®) \ 0 definiamo
clay f) := inf{\ € [a,b] | ixa # 0}

ix essendo Iinclusione M* < M?, per ogni X € [a, b], ed i} la mappa H®*(M®, M?) —
H*(M*, M®) indotta in coomologia.

Questa definizione & ben data perché iya = 0 e per ipotesi ija # 0. L’utilitd
fondamentale di questo valore ¢ spiegata dal seguente

Teorema 1.9 : 1l valore ¢(a, f) & critico per f.



Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che se (M, f) & Palais-Smale, Crt(f)Nf [a, b]
& compatto.

Se per assurdo c(c, f) non & critico per f ma regolare, essendo f*[a,b] chiuso,
esiste un intervallo del tipo [c — €, ¢ + €] che non contiene punti critici di f.Percid per
questo motivo H®(M¢T¢, M ¢) = (0). Dunque nella sequenza esatta

-

0 — H-(Mc+e7Mc75) Ho(Mche’ Ma) K& Ho(Mcfe’Ma)

T

H*(M®, M%)

la freccia i* & iniettiva, e per definizione di ¢, a # 0 in H*(M°t¢, M*?), dunque
1*(a) # 0: cid contraddice la definizione di c. O

Teorema 1.10 [DEFORMAZIONE]: Sia (X, f) una coppia pS, Y il campo —Vf e
K. = Crt(f)n M¢ = Crt(f) n{z € M | f(z) = c}. Allora, per ogni U C M
intorno aperto di K. esiste €p tale che, per ogni 0 < € < € + 0 esiste ¢ > 0 tale che

O (MY C M uUU.
Dimostrazione. Omessa. O

Teorema 1.11 : Sia (X, f) una coppia PS, a # 0 in H*(M®, M®) e 8 € H*(M?®) con
k > 1. Allora

o c(lanp, f)zcla, f);

e Se la disuguaglianza di prima & un uguaglianza, sia come prima K. = Crt(f) N
Me€. Allora per ogni intorno U di K., 8 & diverso da zero in H*(U), e nella
superficie di livello in cui c’¢ il valore critico ce ne sono infiniti.

Dimostrazione. Per il primo punto, se A € [a, b] & tale che i5a = 0, allora a maggior
ragione i} (a A 8) = 0, dunque, essendo { | iy # 0} D {\ | i3 (A B) # 0}, Vinf del
primo & minore o uguale all'inf del secondo insieme, come volevasi.

Per il secondo punto, supponiamo che c(a, f) = c(a A 8, f). Supponiamo per
assurdo che esista un intorno U di K. tale che § =0 in H*(U). Allora per il Teorema
di Deformazione H®*(M°T¢, U U M°™€) = (0). Questo perd & assurdo: a A 3 & zero su
U U M€ perché 8 & nulla sul primo insieme e « sul secondo, ma a A 8 non sparisce
su M°t¢ (verrebbe violata la proprieta dell’inf).

Da ultimo, siccome 8 € H*(U) con k > 1, se K. fosse un insieme finito, potremmo
scegliere come U una unione finita di palle (quindi tutte semplicemente connesse), per
le quali H*(U) # 0 con k # 0, assurdo. O

1.4.5 GFQI e soluzioni minmax ad HJ.

Sia M una varieta compatta, e A C T" M una sottovarieta. Se A & generata da una
forma differenziale «, nel senso che

A={(z,a(z)) |z € M}

e tale forma & chiusa, allora A & lagrangiana. Se tale o per di piu & anche esatta, A
si dice anch’essa esatta.



Se A ¢ una sottovarietd lagrangiana esatta di T M essa ¢ il grafico di df per
qualche f € C*°(M). L’insieme dei punti critici di f coincide con Uintersezione

AN Oum

di A = Ay con la zero-sezione Oyp = {(z,0) | € M}. In generale, sottovarieta
lagrangiane non sono globalmente esatte, ma almeno localmente esse si ottengono
per mezzo di funzioni generatrici della forma

f: M <xR* = R: (z,8) = f(z,8)

definendo Ay = {(x, %) | % = 0}, lo zero essendo un valore regolare della mappa
(z,8) — ﬂ(av,.f) (con cio si assicura che il luogo geometrico di tali punti ¢ una

d
sottovarietéf) .

Definizione 1.15 [GFQI|: Una funzione generatrice quadratica all’infinito & una map-
pa f: M x R¥ — R tale che per |[¢| > C > 0, f(x,€) non dipende da z ed & una
forma quadratica non degenere nelle &:

fla,&) = €'A¢, A€ GLy(R)

Vi sono delle operazioni sulle funzioni generatrici di sottovarieta lagrangiane che
le lasciano invariate:

e Banalmente, se f genera la sottovarietd A, allora f(—) + ¢, con ¢ costante,
genera lo stesso luogo geometrico.

e Se f: MxRF = ReéunaGrqie ¢: X x R¥ — R* una mappa tale che o(z, —)
¢ diffeomorfismo per ogni z € M, allora f1(z,§) = f(z, ¢(x,&)) genera lo stesso
luogo geometrico.

e Se f: M xR¥ - R ¢&una GrqQl e Q € GL,.(R), fi(z,&,n) = f(z, &) + n'Qn
genera lo stesso luogo geometrico.

Ci possiamo ora fare delle domande: quand’é¢ che una sottovarieta lagrangiana A
ammette una GFQI? E in caso la ammetta, quando si puod dire se tale funzione
generatrice € unica a meno delle operazioni su enunciate? La risposta, caro amico, &
perduta nel vento e in alcuni risultati di Viterbo.

Osservazione. Supponiamo per semplicith M = R¥. Se f: R® x R¥ - R & una
GFQI di una sottovarieta lagrangiana A, che & una soluzione geomtrica di un problema
di Hamilton-Jacobi

H(Jc,%):e, g—gzﬂ.
In particolare sard importante scegliere per ogni x € R™ un punto critico £ = &(x)
per costruire una soluzione S(z) = f(x, £(x)).

Al fine di studiare questo problema, dimostriamo che

Teorema 1.12 : Una mappa f: R" x RF — R: (z,€) — f(z,€) che sia una GFQI &
Palais-Smale su R, per ogni z-sezione f(z, —).

Dimostrazione. Prendiamo una successione (£;) C RF tale che |f(z,&)] < C e
lim; g—g(;c,fj) = 0. Se (&) cade definitivamente in un compatto K € RF, la te-
si segue dal fatto che esiste una sottosuccessone () convergente ad un valore che &
certamente un punto critico.

Non puo accadere qualcosa di diverso, perché se (£;) esce da qualsiasi compatto,
si trova definitivamente fuori dalla palla B(0, R], dove f(z,&) = ¢'A¢. Ma allora
g—f(x,ﬁj) =2A¢&; — o0 se j — o0, il che & assurdo. O

$



Osservazione. Se f(z,—) & un GFQI, K > 0 & tale che per |u| > K f(z,u) = u'Au.
Se poi R ¢ il raggio spettrale di A, possiamo sempre scegliere ¢ > 0 tale che
—c < min T, U
uw€eB(0,k] f( )

ma xr,u) <c
ueB((})(,k]f( )

RK? < ¢

(se L = max f(z,u), I = min f(x,u), basta scegliere ¢ = max{L, -, RK*} + 1).
Allora, notando che f* = A* per ogni A € R, ¢’¢ I’isomorfismo

HE(f%,f7°) = HY (A%, A7°).

Tornando ad una funzione generatrice f di una A soluzione geometrica ad un
problema di HJ, quadratica all’infinito, dovremmo ora disporre di un criterio che ci
permetta di scegliere “bene” un punto critico per la mappa f(x,—), scritto £*(z).
Questo da una funzione S: x — £*(x) che fa da soluzione classica ad HJ.

Dobbiamo determinare un elemento non nullo « nella coomologia relativa H®(f€, f~°),
e con questo un punto fisso ¢(a, f). E noto (?) dalla geometria algebrica che se una

. N I
forma quadratica reale A & congruente a @+

—I_
) , R k=k_
HNAT AT =4 0 T
(0) altrimenti.

Intendendo con A* linsieme di sottolivello della quadrica definita da A.

Possiamo allora scegliere in H*~ (A, A™°) I'immagine di 1 nell’isomorfismo R =
H*=(A°, A=°). Ripetendo questo procedimento per ogni z € R", la soluzione co-
struita ¢ detta soluzione minmax, o soluzione variazionale al problema di Hamilton-
Jacobi. Un risultato di Viterbo assicura che tale soluzione & sempre almeno Lipschitz-
continua.

Dualita di Poincarée, isomorfismo di Thom.

Il topologia, geometria algebrica e algebra omologica con il termine dualita di Poincaré
si intende ’'insieme di proposizione sull’isomorfismo delle omologie e delle coomologie
in dimensioni complementari. Un teorema elementare, di Poincaré, afferma che se M
& una varietd orientata di dimensione n, e si indica con H? *(M) la (n — k)-esima
coomologia (di de Rham) delle forme a supporto compatto, la mappa bilineare

H*(M) x H "(M) - R
0,w 0Nw
(0, w) — /M A

¢ coomologica e non degenere (per mostrare la prima asserzione, che (6 + da,w) ha
la stessa immagine di (0,w), si scelga un compatto K 3 supp(f A «) per avere che
fMd(O/\a) = de(ﬁ/\a) = faKO/\a =0, perché 0 A ajox = 0).

Sulla base di questo essa definisce un isomorfismo H*(M) = (H2~*(M))*, che
manda 6 in ( fM 9/\—) € (H2*(M))* (se w ha supporto compatto, lo ha anche § Aw).
L’isomorfismo non & reversibile, ossia non sempre H"(M)* = H} *(M) (ragioni di
dimensione).



Con cio in mente, si consideri una sottovarieta > di dimensione n — k immersa in
M mediante una mappa 7: 3 — M. La mappa lineare

fs: HM R (M) 3w»—>/7r*w€R
p

& coomologica (se ¥ & senza bordo), e fx sta in (HZ?~*(M))*. Per messo della dualita
di Poincaré su determinata, riusciamo a trovare un’unica k-forma p tale che

/ﬂ'*wz/ wAw.
b M

La classe di una tale p & detta duale di Poincaré di ¥. E possibile mostrare che si
puo scegliere un rappresentante per la classe di coomologia di p con supporto in un
intorno arbitrariamente piccolo di ¥ (si veda a tal proposito Bott-Tu, Differential
Forms in Algebraic Topology, e si tenti di capire cosa cid significa).

Se scegliamo come ¥ la zero-sezione di un fibrato vettoriale p: M — B di base B
e fibre R*, e denotiamo con t € H*(M) il duale di Poincaré di tale X, resta indotto
I’isomorfismo

H*"(B) = H? (M)

(isomorfismo di Thom) definito mandando a in t A p*a.

1.4.6 Punti fissi di Simplettomorfismi e critici di GFQI.

Data una funzione liscia f: X x X — R, essa genera un simplettomorfismo ¢: T X —
T*X: (xz,dfz) — (y,dfy). I punti fissi di ¢ sono in corrispondenza ai pnti critici della
mappa ¢: X — R:z— f(z,x).
Infatti se xo € X, dvpzq = (dfe + dfy)(z,0)=(z0,00)- Sia ora § = dfz|(z,y)=(z0,20);
si osservi che
xg & critico per ¢ <= diz, =0, < dfy|(z,y) = (vo,x0) = —&.

Dungque il punto di I'? corrispondente a (z,y) = (xo,x0) & (%o, 0,&,&). Ma I'7 & il
grafico di ¢, dunque p(zo, &) = (20, &).

Siamo quindi ricondotti a studiare un problema di punto fisso cercando punti
critici. Le differenze (da un punto di vista topologico) tra diverse superfici di livello
della funzione f(z,£) = f(z,z, ) indicheranno numero e tipo dei punti critici cercati.

Se f(x,—) & una GFQI, in opportune carte si puo scrivere f(z,&) = £'A¢ in forma

I
canonica, ossia A =  "* 1, )» dimodo che flz,€) = |42 — |6-|°. per £+ € R¥E,

Si osservi che l'indipendenza di f dalle z per valori abbastanza grandi di £ permette
di dire che f= M x A° = M x {£ | €' A¢ < ¢} =: E°. Potendo scegliere ¢ > 0 grande
a piacere oltre il valore per cui f(x, —) diventa una forma quadratica, scriviamo E*eo
per indicare E*¢.

Teorema 1.13 : H*(M) = H*F-(E> E~°°).

Dimostrazione. Si osservi che E*¢ si retrae a ET° per ogni & > ¢. Se poi definiamo
U =int(A=*9) si ha

(1) (2)
H®(A°,A™°) 2 H*(A°\ U, A" °\U) = H*(D"-,6D"-)



dove (1) vale per escissione e (2) per retrazione.
Da cio segue che

H*(E®,E~°)= H*(M x A, M x A=)~ H*(M x D"~ M x §D"*-)

Ricordando, ora, 'isomorfismo di Thom applicato al fibrato vettoriale M x R*~ — M,
H*(M) = Her= (M x R*=). ora, pero,

HIY (M x RF-) = H*TF (M x intD*~) = H***= (M x (D"~ \ aD*-)) =
= H*"F= (M x (D*= \ aD*~), ) = H*™"= (M x D*~, M x 9D*~)

dunque He™"= (M x RF-) = H*"F— (M x D*~ M x 9D*-).
Unendo tutto cio si ottiene la tesi:

Thom

H*(M) = H:™ (MxR* )= H*" - (MxD"- MxdD" )~ H* "~ (E* E~*).
O

1.4.7 Teorema di Liouville-Arnold e Perturbazioni.

Una funzione liscia f € C°°(M) & detta un integrale di un campo vettoriale X se essa
& “costante lungo le curve integrali di X", ossia se la derivata di Lie Lx f & nulla. Si
ricordi che £x f = t.df = 2L X;(q) = Vf(q) - X(q).

qi

Proposizione 1.10. Sia Xy = V' H un campo vettoriale hamiltoniano di hamilto-
niana H sulla varieta M, ed f € C°°(M) tale che {f, H} = 0. Allora f & un integrale
del campo X.

Dimostrazione.
Lxf=1ixydf =w(Xu, V' f)=w(V H,V'f)={H, f}. O

In particolare si noti che 'hamiltoniana H € sempre un integrale del campo vet-
toriale hamiltoniano ad essa associato, dunque un campo vettoriale hamiltoniano ha
sempre almeno un integrale, la sua hamiltoniana.

Abbiamo cosi ottenuto un importante criterio di hamiltonianita di un campo:

Una curva integrale di un campo X su M non puo essere densa in M,
perché ¢ forzata (dal fatto che H & “costante lungo i moti” di X) a restare
sull’ipersuperficie H(0) C T"M. Percido se X ha una curva integrale
densa (per esempio se tale curva ¢ 'immagine di una retta a pendenza
irrazionale nel piano, attraverso la mappa R? — R? /Zz) non puo essere
hamiltoniano.

Proposizione 1.11. Se f, g sono integrali del campo vettoriale Xy, lo & {f, g}.
Dimostrazione.

{H,{f,g}}=—{g,{H,f}}—{f,{g7H}}=0- 0

Possiamo dunque sperare di costruire nuovi integrali a partire da alcuni noti; c¢’¢ pero
un problema. Puo infatti succedere che considerare le parentesi di Poisson di integrali
del moto generi ad un certo punto funzioni dipendenti da quelle gia trovate.

Siamo allora portati a riformulare il problema come



Come trovare il numero piu alto possibile di integrali di un campo vet-
toriale hamiltoniano?

Le curve integrali di Xy sono le soluzioni del sistema di ODE associato ad Xpg:

q="(41,--,qn) = X(q) = (X1(q), - - - Xn(q))-

Appare chiaro che nel caso Xy abbia un integrale del moto f, ’ordine del sistema so-
prascritto puo essere diminuito di 1 considerando la restrizione di Xy alla sottovarieta
{f=c}C M.

Supponiamo che esistano due integrali funzionalmente indipendenti f e g (questo
significa che i gradienti V f, Vg sono vettori indipendenti in ogni punto di un aperto
U denso in M: ci sono problemi con funzioni lisce non analitiche che possono non
esserlo ovunque, ma non ce ne occuperemo). Allora le partizioni {f = c}.cr €
{g = c}ccr determinano due foliazioni distinte di M; fissato un ¢ comune alle due,
il luogo intersezione delle due ¢ una varieta grazie all’ipotesi di indipendenza, che
assicura che {f = ¢} e {¢g = ¢} si intersecano trasversalmente.

Si puo allora pensare di restringere Xy ad una famiglia di ipersuperfici N, in-
varianti sotto ’azione del suo flusso, decrementando di due l'ordine della ODE da
integrare per risolvere i moti del sistema.

Supponiamo di operare su una varietd simplettica (M?" w) e di trovarci nella
miglior situazione sospettabile, con 2n — 1 integrali del moto tra loro indipendenti.
In tal caso la superficie di livello ¥ = ﬂz;l fi(0) & una varieta di dimensione 1,
corrispondente esattamente alle traiettorie del sistema di partenza. Dunque, i due
problemi

Integrare i( moti de)l sistema

Trovare 2n — 1 integrali del moto indipendenti

sono equivalenti.

Questa situazione perd si verifica cosl di rado (=mai) nei sistemi reali, da far-
ci accontentare, di solito, in qualcosa di meno, individuando un numero minore di
integrali e risalire comunque alle equazioni del moto.

In tale solco si inserisce il teorema di Liouville-Arnol’d.

Definizione 1.16 : Sia (M,w) una varietd simplettica di dimensione 2n. Un insieme
F = {fi,..., fr} di funzioni C*° & detto un sistema involutivo se {f;, f;} = 0 per
ogni i,j =1,...,k. Un sistema involutivo si dicecompleto se € fatto da n = %dim M
elementi.

Teorema 1.14 : Sia F' un sistema involutivo completo sulla varieta simplettica
(M,w). Sia poi T™ la superficie di livello non singolare comune ad fi,..., fn, 0s-
sia T" = (), fi~(0). Allora T™ & una varieta liscia di dimensione n, invariante sotto
’azione del flusso hamiltoniano X, = V' f per ogni fx € F; se in pitt T™ & compatta
e connessa, ¢ anche diffeomorfa al toro T" di dimensione n, su un aperto del quale
possiamo introdurre le coordinate angolari ¢ = (¢1,...,¢n). Ogni campo vettoriale
X, definito come sopra determina (mediante le sue curve integrali) un moto periodico
sul toro. Su M esistono allora coordinate (p,I) = (p1,...,9n,I1,...1,) tali che le
equazioni di Hamilton si scrivono B
G
¢ =k(I)



In altre parole resta definita una trasformazione canonica
T*R"=R*" DU ——— 3 V x T 2 T*T"

che manda I’hamiltoniana H nell’hamiltoniana h: T*T" — R: (¢, ) — h(I) (indi-
pendente dalle v), e dunque tale che in quelle coordinate le equazioni di Hamilton
sono facilmente integrabili;

{Iuy—fw)—zb
P(t) = (0) + g0t = o + w(I)t

Tale situazione paradisiaca si verifica pero talmente di rado (=mai) in pratica, che si

p )
preferisce studiare problemi “perturbati” vicino alla condizione di integrabilita. Una
tale trasformazione si presenta nella forma

H(g,p) = h(I) + ef(I,,€)

dove (I, ¢) sono le variabili di azione ed angolo del sistema, e 0 < € < 1.

Occupiamoci ora del problema di trovare una trasformazione canonica g: T*M —
R che cambi le coordinate in modo da “deperturbare” 1’equazione precedente. Se
esiste una g tale che (h + €f)(z<(y)) = h(y) (y & una variabile generica), e quando si
sia notato che % =EVg(zc(y)), per e =~ 0 si ha

(h+ eN)ee(w) = h(w) + (Vi) - o

+1®) +0()

e=0

dunque annullando il termine Vh(y) 22 ot f(W), h+e€f ~ h ameno di €*. Ma per

+ f(y)=0seesolose Vh-EVg+ f(y) =0e

quanto detto sopra, Vh(y)2Z

Oe |e=0

Vh-EVg+ f(y) =0 <= {h,g}(y) + f(y) = 0.

Consideriamo ora le coordinate di azione angolo (I, ) = (I1,...,In,¢1,...,n): la
condizione {h,g} + f — 0 si riscrive
dg Oh dg Oh
= L,p)=0 < f(Lp)= ="+
9 8l—%fLJ£) f(L ) 9o 0l

Ricordando un risultato di Analisi di Fourier per cui f € C si riesce a scrivere come

= S Al explit )

kezn

ed esistono ¢, > 0 tali che |fx(I)| < cexp(—o|k|) possiamo sviluppare

Z gk (L) exp(ik - ).

kezn
P =S S0 Y ikign(D) explit )
— (Vb - B)g(D) = (D).

—ife()
T V(D) k



All’ipotesi che Vih(I) -k =: Q(I) - k # 0 per ogni k € Z" (questa condizione di

indipendenza lineare su Z ¢ detta assenza di risonanza), disponiamo quindi di una
espressione in serie di Fourier per la trasformazione g cercata:

fe(d)
9= > Fom

kezn

Resta inteso che la scrittura perde di senso quando k € ortogonale al vettore delle
frequenze Q: per motivi analitici vorremmo non solamente che Q(I) - £ # 0, ma
anche che questa quantita si mantenga “abbastanza lontana” dallo zero, per esempio
chiedendo che
VE£0€Z" Q) -kl > ﬁ

Casi come questi si dicono («, 38)-diofantes.

Un risultato che in questo senso assicura un buon comportamento dei dati non
diofantei all’interno di quelli diofantei ¢ dovuto a Siegel:

Teorema 1.15 : Sia By, la palla di raggio L > 0 in R"”, {w € R" | |w| < L}, e
Br(a,8) = {w € B | w ¢ (a, §)-diofantea}. Allora, pur se By, (4,4 ¢ denso in By,
vale

vol(BL \ By (a,5)) /3a>—:01> 0.
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